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PREFAłĂ 

 

Îmi revine plăcuta misiune de a prefaŃa o carte deosebită a unei 

autoare deosebite, atât ca structură intelectuală, cât mai ales ca pregătire 

profesională. 

Autoarea este cunoscută pentru activitatea sa ştiinŃifică în domeniul 

tehnicilor de investigare a materialelor ceramice şi bazalitice, precum şi în 

domeniul proprietăŃilor dielectrice şi feroelectrice a materialelor ceramice, în 

acelaşi timp şi pentru pasiunea cu care îşi desfăşoară activitatea de dascăl şi 

cercetător în domeniul fizicii clasice şi moderne. 

Cartea cuprinde toate capitolele de fizică cunoscute de la principiile 

mecanicii clasice, principiile mecanicii analitice, elemente de teoria 

relativităŃii restrânse, fizica fluidelor, termodinamica şi fizica statistică, 

electromagnetism şi electrodinamică, elemente de mecanică cuantică, fizica 

atomului şi moleculei, fizica solidului, fizica nucleului atomic şi a 

particulelor elementare. 

Cartea este utilă atât studenŃilor de la învăŃământul cu profil tehnic, 

studenŃilor de la învăŃământul universitar de specialitate, cât şi celor care 

doresc să-şi lărgească orizontul intelectual în domeniile capitolelor enumerate 

mai sus. Sunt convins că acest manual poate fi utilizat şi de o parte a elevilor 

din ultima clasă de liceu, care se pregătesc pentru admiterea la facultăŃile de 

fizică şi la cele tehnice. 

Prin numeroasele exemple şi prin grafica deosebită realizată de 

autoare, cartea este utilizată cu multă căldură de toŃi cei interesaŃi în domeniul 

fizicii clasice şi moderne. 

 

Prof. univ. dr. Mihai Toader 

Universitatea Politehnică din Timi şoara 
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CUVÂNT ÎNAINTE 

 

Cursul se adresează în primul rând studenŃilor de la Facultatea de 

Inginerie Mecanică şi Electrică, forma ÎnvăŃământ la DistanŃă şi cu 

FrecvanŃă Redusă.  

Pornind de la locul fizicii în formarea viitorilor ingineri, am 

încercat şi cred ca în bună măsură am reuşit să selectez acele cunoştinŃe 

de fizică care se integrează armonios în pregătirea de specialitate, în 

condiŃiile progresului tehnic contemporan. 

Logica ordonării materialului prezentat în manual, are la bază 

programele analitice în vigoare şi este subordonată realităŃilor contactului 

direct al specialistului cu realizările moderne din domeniul tehnicii. Se 

are în vedere pregătirea specialistului pentru atmosfera de creaŃie, de 

gândire inginerească şi de dobândire a unei culturi ştiinŃifice şi tehnice, 

necesare activităŃii de proiectare sau de elaborare a unor sisteme tehnice 

sau tehnologice. 

CunoştinŃele şi deprinderile dobândite la cursul de fizică trebuie să 

dezvolte la studenŃi  cultura generală fundamentală necesară înŃelegerii 

fenomenelor la disciplinele de cultură tehnică generală şi de specialitate. 

Pentru sugestiile şi observaŃiile făcute cu ocazia verificării 

conŃinutului ştiinŃific al cursului de fizică, mulŃumesc următoarelor cadre 

didactice de la Universitatea POLITEHNICĂ din Timişoara: 

Prof.univ.dr.ing. Liviu Brândeu, Prof.univ.dr.ing. Ioan Fitero, 

Prof.univ.dr.ing. Mihai JădăneanŃ, Prof.univ.dr.mat. Mihai Toader, 

Conf.univ.dr.fiz. Aurel ErcuŃia, Universitatea de Vest din Timişoara şi de la 

Universitatea Petrol-Gaze din Ploieşti: Conf.univ. Neacşu Marian şi Şef 

lucrări dr. Hotinceanu Mihai. 

 

Conf. univ. dr. fiz. Liana A. Şandru 
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completă cunoaştere a mişcării sistemului mecanic.  
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MODULUL I. FIZICA CLASIC Ă 

1. PRINCIPIILE MECANICII CLASICE 

1.1. Legile mecanicii pentru punctul material 

Punctul material este modelul fizic creat pentru un corp al cărui 

dimensiuni şi formă pot fi neglijate, în anumite condiŃii, astfel încât poate fi 

asimilat cu un punct geometric, în care este concentrată întreaga sa masă. 

PoziŃia unui punct material (fig. 1.1) este determinată de vectorul de 

poziŃie r
r

 ce uneşte originea sistemului de coordonate cu punctul material 

considerat şi ale cărui componente sunt determinate de coordonatele 

carteziene x, y, z adică: 

kzjyixr
rrrr ++= . (1.1) 

Viteza unui punct material este dată de vectorul v  (este orientat după 

tangenta la traiectoria punctului material) definit prin relaŃia: 

t

r
v

d

d
r

r = . (1.2) 

AcceleraŃia unui punct material este dată de expresia vectorială: 

2

2

d

d

d

d

t

r

t

v
a

rr
r == . (1.3) 

Este situată în planul oscilator al traiectoriei şi îndreptată spre interiorul 

concavităŃii traiectoriei. În general vectorul acceleraŃiei nu este tangent la 

traiectorie (exceptând cazul mişcării rectilinii). 

Legea inerŃiei. Un punct material rămâne în starea de repaus sau de 

mişcare uniformă şi rectilinie (acceleraŃie nulă) dacă asupra sa nu acŃionează 

nici o forŃă, adică 0=a  când 0=F . 

Legea fundamentală a dinamicii. Viteza de variaŃie a impulsului unui 

punct material este proporŃională cu forŃa ce acŃionează asupra corpului. 

Definim impu1sul ca vm , unde m este masa şi v este vectorul viteză. 

am
t

v
m

t

vm

t

p
F

r
rrr

r
=⋅===

d

d

d

)(d

d

d
. (1.4) 
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În S.I. masa m se măsoară în kg, acceleraŃia a  în m/s2, iar forŃa F  în N. 

Un newton este forŃa care acŃionând asupra unui corp cu masa de un kilogram 

îi imprimă o acceleraŃie de 1m/s2. 

Principiul acŃiunii şi reacŃiunii. Ori de câte ori interacŃionează două 

corpuri, forŃa 21F  pe care corpul 1 o exercită asupra corpului 2  este egală şi 

de sens contrar cu forŃa 12F  pe care corpul 2  o exercită asupra corpului 1, 

adică: 

2112 FF
rr

−= . (1.5) 

Principiul suprapunerii forŃelor. Dacă mai multe forŃe acŃionează în 

acelaşi timp asupra unui punct material, fiecare forŃă produce propria sa 

acceleraŃie, în mod independent de prezenŃa celorlalte forŃe, forŃa rezultantă 

fiind suma vectorială a forŃelor individuale 

Această lege rezultă din ecuaŃia (1.4): dacă forŃa rezultantă F este 

nulă, atunci 0
d

d =
t

p
, adică impulsul punctului material rămâne constant în 

timp.  

 

Figura  1.1 

 

Această lege se referă la momentul cinetic al unui punct material N  

(fig. 1.1), în raport cu un punct fix O (centru). Prin definiŃie, momentul 

cinetic este mărimea fizică vectorială 

prL
vrr

×= , (1.6) 

unde r este vectorul de poziŃie al punctului material faŃă de centrul O. Dacă 

asupra punctului material acŃionează forŃa rezultantă F, atunci momentul 

forŃei, în raport cu punctul O, este dat de relaŃia: 
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FrM
rrr

×= , (1.7) 

unde M depinde de alegerea punctului O. Derivând expresia (1.10), în raport 

cu timpul, se obŃine: 

( )
t

p
rp

t

r
pr

tt

L

d

d

d

d

d

d

d

d
r

rr
r

rr
r

×+×=×= . (1.8) 

Deoarece în relaŃia (1.11) 

t

p
rvmvp

t

r

d

d
0

d

d
r

rrrr
r

×+=×=× , 
 

se obŃine expresia: 

MFr
t

L rrr
r

=×=
d

d
. (1.9) 

Momentul cinetic rămâne constant în timp dacă momentul forŃei 

rezultante M este nul, deoarece 0
d

d =
t

L
r

. 

Legea de conservare a momentului cinetic este valabilă atât pentru 

mişcarea pe o traiectorie închisă, cât şi pentru traiectorii deschise şi procese 

de ciocniri între particule. 

 

 

Figura  1.2 

 

ForŃe conservative. În cazul în care lucrul mecanic efectuat de o forŃă 

între două puncte, nu depinde de curba pe care se deplasează punctul său de 

aplicaŃie, forŃa se numeşte conservativă. Astfel de forŃe sunt deci caracterizate 

prin condiŃia: 
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∫∫ ⋅=⋅
B

A

B

A CC

rFrF
)2()1(

dd , (1.10) 

unde  (C1) şi (C2) sunt două curbe ce unesc punctele A şi B (fig. 1.2). 

Din relaŃia (1.10) rezultă că lucrul mecanic efectuat de o forŃă 

conservativă pe un contur închis (C) este nul: 

0d
)(

=⋅∫ rF
C

rr
. 

(1.11) 

Folosind teorema lui Stokes, relaŃia (1.10) se poate scrie sub forma 

∫ ∫∫ =×∇=⋅
)( )(

0d)(d
C S

SFrF , (1.12) 

unde S este o suprafaŃă arbitrară mărginită de curba (C). 

zyx FFF
zyx

kji

FrotF
∂
∂

∂
∂

∂
∂==×∇ . (1.13) 

SuprafaŃa S fiind arbitrară, din relaŃia (1.11) rezultă 

0=×∇ F . (1.14) 

ForŃele sunt neconservative dacă lucrul mecanic al acestor forŃe, între 

două puncte, depinde de curba pe care se deplasează punctul lor de aplicaŃie. 

Un exemplu de forŃe neconservative sunt forŃele de frecare. Astfel în cazul 

mişcării cu frecare a unui corp o parte din energia cinetică a acestuia se 

transformă în căldură. Datorită acestui fapt legea conservării energiei 

mecanice nu este îndeplinită. 

Energia cinetică este o mărime care caracterizează starea de mişcare a 

unui punct material. Deoarece: 

tvt
t

r
r dd

d

d
d =⋅=   iar  

t

p
F

d

d= , 

lucrul mecanic elementar (1.14) se poate scrie sub forma: 








=⋅=⋅= 2

2

1
d)(dd

d

d
d vmvvmtv

t

p
L

rrr
r

. (1.15) 
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Mărimea mv2/2 se numeşte energie cinetică a punctului material şi se 

notează prin T. Expresia: 

dL = dT, (1.16) 

reprezintă legea variaŃiei energiei cinetice sub formă locală (sau diferenŃială). 

Prin integrare între punctele A şi B se obŃine forma sa globală (sau 

integrală): 

22

2
1

2
2

)(
vmvm

L BA −=→ . (1.17) 

Lucrul mecanic efectuat de forŃa F  între punctele A  şi B este egal cu 

variaŃia energiei cinetice a punctului material între aceleaşi puncte. RelaŃia 

(1.14) sugerează posibilitatea definirii unei funcŃii ),,()( zyxUrU =r
, astfel 

încât forŃa F  să derive din gradientul acestei funcŃii: 









⋅

∂
∂+⋅

∂
∂+⋅

∂
∂−=−∇= k

z

U
j

y

U
i

x

U
UF

rrrr
. (1.18) 

Deoarece rotorul unui gradient este întotdeauna nul, expresia (1.18) 

satisface condiŃia (1.14). FuncŃia )(rU
r

 astfel definită, se numeşte energie 

potenŃia1ă a punctului material, de vector de poziŃie r
r

. Dacă se foloseşte 

expresia (1.18) pentru forŃa conservativă, atunci lucrul mecanic efectuat de 

aceasta, între două puncte infinit vecine este: 

rUrFL ddd −∇== . (1.19) 

Având în vedere că: 

Uz
z

U
y

y

U
x

x

U
rU ddddd =

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ , 

relaŃia (1.19) devine: 

UL dd −= , (1.20) 

( ) ( )r

r

A
LrFrU

→∞
−=⋅∫−= d . (1.21) 

Energia potenŃială a punctului material într-un punct de vector de 

poziŃie r
r

 este egală cu lucrul mecanic. efectuat de forŃa F , luat cu semn 

schimbat, când punctul material este deplasat din punctul de referinŃă 
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(punctul de la infinit) în punctul respectiv. În cazul forŃelor conservative, prin 

compararea relaŃiilor (1.16) şi (1.20) se obŃine: 

d (T + U) = 0, (1.22) 

adică T + U const., exprimă legea conservării energiei mecanice. 

 

AplicaŃii  

1.1. Mişcarea unui corp este descrisă de ecuaŃiile de mişcare ,ktx =&&  

,0=y&&  .0=z&&  Să se calculeze spaŃiul parcurs de corp când t creşte de la 0 la 

1s, presupunând că la 0=t , ,0=x&  1== oo zy &&  m/s. Se cunoaşte 6=k  m/s2. 

Rezolvare: 

3
o 6

1
ktxx +=  tyyy oo &+=  tzzz o&+=  

SpaŃiul S în funcŃie de timp:  

( ) ( ) ( )2
0

2
0

2
0)( zzyyxxtS −+−+−= = ( ) 22

0
2
0

62

36
tzy

tk ++ . 

Pentru  0=x& , 100 == zy &&  m/s  şi  k = 6 m/s2   =>   S = 1,73 m. 

 

1.2. Un punct material se mişcă după legea ,nnn BvAs −=  unde BA,  
sunt constante reale positive, iar n  număr natural, cu condiŃiile iniŃiale, 

,,0 0vvt ==  respectiv .0=s  Să se determine după ce interval de timp, 

viteza devine .1,0 >kkv  

 
Rezolvare:  

Din condiŃiile iniŃiale: 

   
A

B
v =0  

Se diferenŃiază legea spaŃiului şi se obŃine: 
   dtvnAvdtds nn 1−==  

Prin integrare: 

   dvvnAdt
v

v

nnt

∫∫
−=

0

2

0
 

   ( )1
0

1

1
−− −

−
= nn

n

vv
n

nA
t  

După intervalul de timp τ  de la începutul mişcării, viteza PM devine .0kv  

   ( )1
0

1
0

1

1
−−− −

−
= nnn

n

vvk
n

nAτ  
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   ( )1
1

11
0 −

−
= −− nn

n

kv
n

nAτ  

   ( )1
1

1
1

−
−

= −
−

n
n

k
n

nABτ . 

1.3. Mişcarea unui punct material este descrisă de ecuaŃiile parametrice 
,14 += tex  respectiv .13 −= tey  DeterminaŃi dependenŃa de timp a vitezei şi 

acceleraŃiei, precum şi traiectoria punctului material. 
 

Rezolvare: 
Componentele vitezei sunt: 

   t
y

t
x eyvexv 3,4 ==== &&  

   t
yx evvv 522 =+= ./ sm  

Componentele acceleraŃiei sunt: 

   t
y

t
x eyaexa 3,4 ==== &&&&  

   ./5 222 smeaaa t
yx =+=  

Pentru determinarea traiectoriei se elimină timpul între cele două 
ecuaŃii parametrice de mişcare şi se obŃine: 

   ( )73
4

1 −= xy , 

care este ecuaŃia unei semidrepte ce porneşte din punctul ( )2,5  

şi are panta .
4

3
 

 
1.4. EcuaŃiile parametrice de mişcare ale unui punct material 

sunt: 

    
( )
( ) ( )ktBty

ktAtx

sin1

sin

−=
=

 

DescrieŃi mişcarea punctului material. 
 

 Rezolvare:  
Se elimină timpul între cele două ecuaŃii parametrice de mişcare şi se 

obŃine: 

    






 −=
A

x
By 1 , 

care este ecuaŃia unui segment de dreaptă cu .Ax ≤  

Punctul material va executa o mişcare oscilatorie de-a lungul acestui 
segment de dreaptă. Se diferenŃiază ecuaŃiile parametrice de mişcare şi se 
obŃine: 

    
dtktkBdy

dtktkAdx

⋅−=
⋅=

cos

cos
 

    ( ) ( ) dtktBAkdydxds ⋅+=+= cos2222  
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    CktBAs ++= sin22  
Pentru determinarea constantei de integrare se folosesc condiŃiile 

iniŃiale. Se presupune că la momentul iniŃial, 000 =→= st  şi se obŃine 
.0=C  

    ktBAs sin22 += , 
ce descrie mişcarea oscilatorie a PM, ce porneşte din origine. 

 
 1.5. Un punct material aruncat cu viteza 0v  sub unghiul α  cu 

orizontala întâmpină din partea aerului o acceleraŃie kvka ;
rr −=  fiind o 

constantă de proporŃionalitate. EcuaŃiile parametrice de mişcare sunt: 

    

( )

( )
k

e
k

v
gk

y

e
gk

v
x

tgk

tgk

1
1

1
sin

1

1
cos

0

0

−−






 +
⋅

=

−
⋅

=

⋅⋅−

⋅⋅−

α

α

 

Să se determine: 
a) ecuaŃia traiectoriei; 
b) spaŃiul parcurs de punctual material pe orizontală; 
c) înălŃimea maximă la care s-a ridicat punctual material. 
 

 Rezolvare:  
a) Se elimină timpul între cele două ecuaŃii parametrice de mişcare şi 

se obŃine ecuaŃia traiectoriei: 

    ( ) 






 ⋅−+
+

= x
v

gk

gk
x

kv

kv
xy

αα
α

cos
1ln

1

cos

sin1

0
2

0

0  

b) Se impune ( ) 0=xy  şi se obŃine 01 =x , 

    






 ⋅−+
+

= 2
0

22
0

0

cos
1ln

1

cos

sin1
0 x

v

gk

gk
x

kv

kv

αα
α

, 

ecuaŃie algebrică care prin rezolvare furnizează coordonata 2x  ce 
reprezintă chiar valoarea spaŃiului parcurs de PM pe orizontală. 

c) Punctul material va urca până când: 

    00 =→=
dt

dy
vy  

    

( )

( )αα

α

sin1ln
1sin

sin1ln
1

02
0

min

0min

kv
gkgk

v
y

kv
gk

t

+−
⋅

=

→+
⋅

=
 

                                                                                                                        
1.6. O particulă de masă m se mişcă în planul x0z, având vectorul de 

poziŃie jtbitar
rrr

⋅ω+⋅ω= sincos , unde a, b şi ω sunt constante pozitive şi a 
> b. 

a)Să se arate că particula se mişcă pe o elipsă; 
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b)Să se arate că forŃa care acŃionează asupra particulei este orientată spre 
origine; 

c)Să se scrie expresia energiei cinetice a particulei în punctele de 
intersecŃie ale elipsei cu semidreptele 0x şi 0y; 

d)Să se arate că lucrul mecanic efectuat  asupra particulei în timpul unei 
rotaŃii complete a acestuia pe elipsă este nul. 

 
Rezolvare: 

a) jtbitajyixr
rrrrr

⋅ω⋅+⋅ω⋅=⋅+⋅= sincos ;   

      x = a⋅cos ωt;  y = b⋅sin ωt; 

 1tt
b
y

a
x 22

22

=ω+ω=






+







sincos ; 

b) [ ] rmj)tb(i)ta(
td

d
m

td

rd
mF 2

2

2

2

2 rrr
r

r
ω−=⋅ω+⋅ω=⋅= sincos ; 

c) )tbta(m
2
1

td
rd

m
2
1

E 222222
2

c ωω+ωω=







= cossin

r

. 

 În punctele de intersecŃie ωt = 0, respectiv 
2

t
π=ω . 

d) ( ) 0tsinbam
2
1

rdFL
/2

0

2222
/2

0

=ω−ω==
ωπωπ

∫
rr

. 

 
 

1.7. CalculaŃi lucrul mecanic efectuat de forŃa variabilă F(x) = 8N, unde x 
este exprimat în metri, iar F în newtoni, între punctele A(xA = 0,2 m) şi B(xB 
= 0,5 m). 
 
           Rezolvare: 

 J84,0)xx(4dxx8dx)x(FL 2
A

2
B

x

x

x

x
AB

B

A

B

A

=−=⋅== ∫∫ . 

 
1.8. Corpul cu masa m = 0,16 kg se lansează cu viteza 0v  într-un fluid 

vâscos la care rezistenŃa mecanică este r = 0,32 Ns/m. SpaŃiul de oprire este 
de 3,2 m. Se cere să se calculeze viteza 0v . 

 
 Rezolvare: 
 Modulul forŃei de rezistenŃă opuse de fluid la înaintarea corpului este: 

     rvFr =  
Legea a doua a dinamicii este: 

   v
dx

dv
m

dt

dx

dx

dv
m

dt

dv
mrv −=−=−=  

Deci: 



 23

v
dx

dv
rv −=  

După separarea de variabile se obŃine: 

dv
r

m
dx −=  

După integrare: 

Cv
r

m
x +−=  

unde:  C  -  constantă de integrare care se găseşte cu condiŃiile iniŃiale: 

   000 0,0 v
r

m
Cvx =⇒==  

DependenŃa ( )vfx =  este: 

   ( )vv
r

m
x −= 0  

Pentru 0, == vxx oprire  (corpul se opreşte0, deci: 

   ( )mrxv op /0 ⋅= = sm/4,6  

 
1.9. Vectorul de poziŃie al unei particule cu masa m = 0,4kg, care se 

mişcă în planul orizontal xOy este: 
   jtitr

rrr ⋅+⋅= 3sin33cos5  ( )m  
Se cere: 
a)  să se deducă ecuaŃia traiectoriei; 
b) să se calculeze forŃa care acŃionează asupra particulei în punctele 

de intersecŃie ale traiectoriei cu axele Ox şi Oy; 
c) să se calculeze energia cinetică a particulei în punctele de 

intersecŃie ale traiectoriei cu axele Ox şi Oy; 
d)  să se calculeze lucrul mecanic efectuat de forŃa care acŃionează 

asupra particulei în curs de o perioadă. 
 

Rezolvare: 
  a) ;jyixr

rrr ⋅+⋅=  ;3cos5 tx =  ;3sin3 ty =  

  =t3cos2

25

2x
; ;

9
3sin

2
2 y

t =  

  1
925

3sin3cos
22

22 =+=+ yx
tt   (elipsă) 

 b) jtitrv
rr

&rr ⋅+⋅−== 3cos93sin15  

  jtitra
rr

&&rr ⋅−⋅−== 3sin273cos45  

  ( ) rrjtita
rrrrr 293sin33cos59 ω−=−=⋅+⋅−=  

  ramF
rrr

6,3−==      (forŃa este centripetă) 
În punctul de intersecŃie al traiectoriei cu axa Ox, 0=tω  iar în punctual 

de intersecŃie cu axa Oy, 2/πω =t . Acestea implică ;51 ir
rr ⋅=  jr

rr
32 = , 

respectiv ;181 iF
rr

⋅−=  jF
rr

⋅−= 8,102 . 
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 c)  ;3sin15 tvx −=  tvy 3cos9=  

  ,/9,0,0 smvvt yx ===ω   JEc 2,161 =  

  ,0,/15,2/ === yx vsmvt πω  JEc 452 =  

 d)  ∫ ⋅= rdFL
rr

 

  ( ) dtjtitrd ⋅⋅+⋅−=
rrr

3cos93sin15  
Perioada mişcării este: 

  3/2/2 πωπ ==T   ( )s  
 

 ( ) ( )dtjtitjtitL ∫ ⋅+⋅−⋅⋅+⋅−=
3/2

0
3cos93sin153sin33cos56,3

π rrrr
 

  ∫ =⋅=
3/2

0
03cos3sin8,172

π
dtttL

 
 

1.10.  Pe o pistă faŃă de care 4,0=µ , un atlet fuge pe durata st 3=  şi 
sare în lungime. ÎnălŃimea maximă pe care o poate atinge faŃă de centrul său 
de greutate este h=0,50 m. Să se calculeze lungimea maximă posibilă a 
săriturii neglijând frecarea cu aerul (g = 10 2/ sm ). 

 
 Rezolvare: 

 Pentru a sări în lungime, viteza sportivului trebuie să aibă două 
componente: xv  pe orizontală, care să-l ducă înainte şi yv  pe verticală care 

să-i asigure timpul de zbor gvt ys /2=  iar ghvy 2= . Pe durata 1t  în care 

fuge pe orizontală pentru a atinge viteza xv , asupra atletului acŃionează forŃa 

de frecare, mgµ . Pe durata 2t , ( )12 ttt −=  în care se opinteşte ca să facă 

săritura, asupra sa acŃionează forŃa normală N
r

. Legea conservării impulsului 
pe axele Ox şi Oy conduce la relaŃiile: 

   xmvNtmgt =+ 21 µµ  

   ( ) ymvtmgN =− 2  

 Din aceste relaŃii şi din expresiile: 
   21 ttt += , 

   ghvy 2= , 

 se obŃine viteza de avans: 

   ( )gtghvx += 2µ . 

 Lungimea săriturii este: 

   sx tvx ⋅= , unde ghts /22= . 

 Înlocuim expresiile pentru xv  şi st  şi obŃinem: 

   ( )gtghghx +⋅= 2/22µ ,  .4,8 mx =  

 
1.11.  O sanie de masă kgM 240 =  se poate mişca pe o suprafaŃă 

orizontală, fără frecări, 0=µ . Pe masă se află un sac cu nisip, kgm 4= . La 
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momentul iniŃial 00 =t , asupra saniei îşi începe acŃiunea o forŃă ,12NF =  

iar nisipul începe să curgă din sac cu debitul sgq /2500 = . Să se afle viteza 
saniei când nisipul s-a scurs din sac. 

 
 Rezolvare:   

   ( ) ( ) tqMtqmMtM i 000 −=−+=  

Durata curgerii nisipului este: 
   smmt 16/ 0 ==  

   
tqM

F

dt

dv
a

i 0−
==  

   dt
tqM

F
dv

i

⋅
−

=
0

 

 Prin integrare:  

   ( ) CtqM
q

F
v i +−= 0

0

ln  

 Introducând condiŃiile iniŃiale în ecuaŃie: 

   iM
q

F
C ln

0

=  

 Rezultă: 

   
tqM

M

q

F
v

i

i

00

ln
−

=  

 Pentru t = 16 s,  v = 7,4 m/s. 
 

1.12.  Un vagon se poate mişca pe o suprafaŃă orizontală cu frecare, 
.3,0=µ  În vagon la celălal capăt se găseşte un tun care la momentul 

iniŃial ( )0;0 00 == vt  se trage un proiectil care se lipeşte de peretele opus al 
vagonului. AflaŃi distanŃele parcurse de vagon până la oprirea sa considerând 
următoarele secvenŃe ale mişcării: 

 a) de la lansarea proiectilului până la ciocnirea plastică a acestuia cu 
peretele opus al vagonului; 

 b) de la ciocnirea plastică a proiectilului cu peretele până la oprirea 
vagonului. Se cunosc: masa vagonului şi a tunului ,3tM =  masa proiectilului 

,120kgm=  durata tragerii ,1,0 st =∆  viteza proiectilului faŃă de sol 
,/1202 smv =  lungimea vagonului ,120ml = durata ciocnirii perete proiectil 

.1,0' stt =∆=∆  
 

 Rezolvare:  
Teorema de variaŃie a impulsului la lansarea proiectilului: 

   tMgmvMv ∆⋅−= µ21  

   smv /5,41 =  
Timpul în care proiectilul ajunge la capătul opus al vagonului: 
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21

1 vv

l
t

+
= ;  st 96,01 =  

Teorema de variaŃie a impulsului la ciocnirea proiectil-perete: 
   ( ) ( ) 3112 vmMtMggtvMmv +=∆⋅−−− µµ  

   smv /76,23 =  

 DistanŃele parcurse de vagon până la oprire sunt: 

   2
1111 2

1
gttvs µ−= ;  ms 04,21 =  

   
g

v
s

µ2

2
3

2 = ;  ms 44,12 =  

 
1.13.  De la suprafaŃa pâmântului , la ,00 =t  se lansează pe verticală 

corpul cu masa m=3kg şi viteza ./500 smv =  ForŃa de rezistenŃă cu care aerul 
se opune mişcării este proporŃională cu viteza şi opusă acesteia. Coeficientul 
rezistenŃei mecanice a aerului este r = 0,03 . Să se afle: 

a) ecuaŃia vitezei; 
b) timpul de urcare; 
c) ecuaŃia spaŃiului. 
 

 Rezolvare:  
a) EcuaŃia fundamentală a dinamicii: 

   ;amvrgm
rrr =+  ;/ dtvda

r=  
În proiecŃie pe axa Oy: 

   
dt

dv
mrvmg =−−  

Separ variabilele: 

   
rvmg

dv
mdt

+
−=  

Integrăm: 

   ( ) Crvmg
r

m
t ++−= ln  

Constanta de integrare se află înlocuind condiŃiile iniŃiale în relaŃia 
precedentă: 

   ( )0ln rvmg
r

m
C +=  

Introducând constanta C în ecuaŃia timpului: 

    ;ln 0

rvmg

rvmg

r

m
t

+
+

=  

    
t

m

r

e
rvmg

rvmg =
+
+

0

 

Deoarece 101,0/ <<=mr , se face aproximarea ( ) ,1/ t
m

r
e tmr −≅−  înlocuind 

în relaŃia precedentă, obŃinem ecuaŃia vitezei: 



 27

    
m

trv
gtvv 0

0 −−=  

    tv 5,1050−=  
b) Pentru 0=v (oprire), din relaŃia vitezei se obŃine: 

    stu 76,4=  

c)     C
m

trvt
gtvdtvy +−−=⋅= ∫ 22

2
0

2

0  

cu condiŃiile iniŃiale 0;0 00 == ty  se obŃine C = 0. 

    225,550 tty −=  

Pentru utt = se obŃine înălŃimea maximă la care urcă corpul: 

    my 119max =  

 
1.14. Masa iniŃială a unei rachete şi a combustibilului este tM 20 = . La 

momentul iniŃial, racheta porneşte din repaus, din originea axei Ox, în lungul 
acestei axe. Gazele de ardere sunt ejectate cu debitul skgq /12,10 =  şi viteza 
lor faŃă de rachetă este mereu aceeaşi, u=2000m/s. La momentul t=150s 
racheta lansează un proiectil în sensul său de mers, prin destinderea unui 
resort. Masa proiectilului este m = 12kg iar energia eliberată de resort prin 
destindere este =∆E MJ10 . Frecările sunt neglijabile. 

 AflaŃi viteza proiectilului şi a rachetei după lansarea acestuia.  
 

Rezolvare: 
La un moment dat, masa rachetei este: 

   tqMM 00 −=  

Legea de variaŃie a impulsului: 
   ( )( ) ( )dMuvdvvdMMMv −++−=  

Neglijând termenii de forma ,dvdM ⋅  ce se obŃin prin prelucrarea 
relaŃiei anterioare: 

   dMudvM ⋅=⋅ , adică: MdMudv /)( ⋅=  
Deci: 

   
tqM

um

dt

dv
a

00

0

−
==  

Înlocuind în expresia lui dv pe dtqdM 0=  şi integrand obŃinem 
viteza rachetei faŃă de sol: 

   
tqM

M
uv

00

0ln
−

⋅= ;   smv /5,175=  

Legile de conservare ale impulsului şi energiei mecanice la lansarea 
proiectilului sunt: 

   ( ) 21
'' mvvMvmM +=+  

   ( ) 2
2

2
1

'2'

2

1

2

1

2

1
mvvMEvmM +=∆++ ; 

Unde masa rachetei şi a proiectilului la momentul t: 



 28

   kgtqMmM 183200
' =−=+  

Dacă se rezolvă sistemul de ecuaŃii, se găsesc vitezele ( )rachetv1  şi 

( )proiectilv2 : 

   ( )mMM

Em
vv

+
∆−=
''1

2
;   ./1,1671 smv =  

   ( )mMm

EM
vv

+
∆+=

'

'

2

2
  ;    ./3,14622 smv =  

 
1.15. Dacă se dublează impulsul unui punct material, ce se poate spune 

despre energia lui cinetică? 
 

Rezolvare: 
Considerând un PM cu masa ,0m  care se deplasează cu viteza 0v

r
 şi 

notând impulsul acestui PM cu →0p
r

 

   .000 vmp
rr ⋅=  

Energia cinetică se poate exprima în funcŃie de impulsul PM şi are 
forma: 

   .
22

1

0

2
02

000 m

p
vmc ==ε  

Dublarea impulsului se poate face prin dublarea masei, respective prin 
dublarea vitezei: 

• dublând masa, impulsul PM devine ,2 0pp =  iar energia 
cinetică: 

0
0

2
0

0

2
0 2

2
2

22

4
cc m

p

m

p εε ⋅==
⋅

= , 

• dublând viteza, impulsul PM devine 02pp = , iar energia 
cinetică: 

0
0

2
0

0

2
0 4

2
4

2

4
cc m

p

m

p εε ⋅=== . 

 
  

1.16. O bilă de masă m este suspendată de un fir de lungime L=1,05 m. 
I se imprimă bilei o viteză orizontală ./60 smv =  Să se determine la ce 
înălŃime va slăbi întinderea firului şi bila nu se va mai mişca pe cerc. Ce 
viteză are bila în acel moment? Se consideră ./10 2smg =  

 
 

 
 Rezolvare: 

Bila va descrie o traiectorie circulară atâta timp cât componenta 
greutăŃii în lungul firului de legătură, fir ce determină şi raza traiectoriei, este 
egală cu forŃa centrifugă: 
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   .cos
2

L

mv
G =α  

Făcând uz şi de conservarea energiei se poate scrie sistemul de ecuaŃii 
algebrice: 

   

( )
2

cos1
2

cos

22
0

2

mv
mgL

mv

L

mv
mg

++=

=

α

α
 

Firul va slăbi când bila va ajunge la înălŃimea: 

   ( ) .9,1
3

cos1
2
0 m

g

gLv
Lh =

+
=+= α  

Viteza bilei la această înălŃime este: 

   ./24,2
3

22
0 sm

gLv
v =

−
=  

 
1.17. Un corp de masă m = 0,1 kg este legat de tavanul unei încăperi cu 

înălŃimea H=2,5m, printr-un fir inextensibil de lungime L=1m. Se scoate 
pendulul astfel format din poziŃia de echilibru, astfel încât firul să facă 

unghiul α
6

π=  cu poziŃia de echilibru. În această poziŃie se imprimă corpului 

de masă m o viteză orizontală ,0v  în direcŃia perpendiculară pe fir. Să se 
determine: 

a) ce valoare are viteza imprimată corpului pentru ca unghiul α  să 
rămână constant; 

b) energia necesară pentru aducerea corpului din starea de echilibru în 
această stare de mişcare; 

c) în cât timp şi cu ce viteză atinge corpul podeaua dacă la un moment 
dat se rupe firul ( )./8,9 2smg =  

 
Rezolvare: 

În această problemă se discută despre obŃinerea unui pendul conic 
dintr-un pendul gravitaŃional. 

a) Pendulului gravitaŃional adus la unghiul α  cu verticala locului, i se 
imprimă viteza orizontală v. Asupra corpului de masă m acŃionează forŃa de 

greutate gm
r

, orientată vertical şi forŃa centrifugă ,
2

L

vm
r

 orientată orizontal, 

rezultanta fiind orientată în lungul firului. Firul face cu verticala unghiul α  
de tangentă: 

 
Lmg

mv
tg

2
0=α , 

relaŃie din care se obŃine viteza imprimată corpului : 

    ./38,20 smtgLgv =⋅= α  
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 b) Se consideră că în starea de echilibru, energia sistemului, doar de 
natură potenŃială gravitaŃională, este nulă. Energia necesară pentru a aduce 
sistemul din starea de echilibru în starea de mişcare este: 

    ( ) .415,0cos1
2

2
0 JmgL

mv
pc =−+=+= αεεε  

 c) În starea ( )a  este prezentată starea sistemului în momentul ruperii 
firului, iar în ( )b  este prezentată o vedere laterală a momentului ruperii 
firului şi a evoluŃiei ulterioare a corpului de masă m. 

 Timpul de cădere se obŃine din relaŃia: 

    .36,0
2

cos
2

st
t

gLH c
c =→=− α  

 Viteza în momentul atingerii solului este: 

    ./25,4222
0 smtgvv c =+=  

 
 1.18. Un vagon de masă M, în repaus, conŃine cantitatea de nisip de 

masă m. Se aplică o forŃă orizontală constantă F
r

 asupra vagonului şi în 
momentul aplicării forŃei se deschide un orificiu de pe fundul vagonului, pe 
unde curge nisipul cu rata ./ dtdm  Să se determine viteza vagonului în 
momentul în care s-a scurs tot nisipul. 

 
 Rezolvare: 

Considerăm momentele t  şi dtt +  pentru care se scrie impulsul PM: 

   
( )[ ]

( )[ ]( )dvvtmMdpp

vtmMp

++=+
+=

 

Se scade prima ecuaŃie din a doua şi se obŃine: 
   ( )[ ] .dvtmMdp +=  
Pe de altă parte: 
   .Fdtdp=  
Se notează viteza de variaŃie a masei cu timpul cu →α  

   ( ) tmtm
dt

dm ⋅−=→−= αα  

şi se obŃine ecuaŃia: 

   
tmM

Fdt
dv

⋅−+
=

α
, 

ce prin integrare, furnizează viteza vagonului în momentul scurgerii 
întregii cantităŃi de nisip: 

   .1ln 






 +=
M

mF
v

α
 

 
1.19. O barcă de masă m, cu motor,se deplasează rectiliniu cu viteza 0v  

pe suprafaŃa unui lac. La un moment dat se opreşte motorul bărcii. 
a) Să se determine legea vitezei bărcii dacă rezistenŃa pe care o opune 

apa la înaintarea bărcii este proporŃională cu pătratul vitezei. 
b) Cât va dura mişcarea bărcii? 
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c) Ce spaŃiu străbate barca până se opreşte? 
d) VerificaŃi dacă se respectă teorema conservării energiei cinetice. 

 Rezolvare: 
a) Barca are mişcare unidimensională (în lungul axei Ox) , iar forŃa de 

frecare întâmpinată după oprirea motorului este .2xk&−  Forma diferenŃială a 
legii de mişcare este: 

   2xkxm &&& −= , 
sau: 
    ,2kvvm −=&  
obŃinându-se o ecuaŃie diferenŃială care se rezolvă prin integrare,după 

ce se separă variabilele: 

    dt
m

k

v

dv =−
2

 

    dt
m

k

v

dv tv

v ∫∫ =−
02

0

 

 b) Din dependenŃa de timp a vitezei se observă că aceasta se anulează 
după un interval de timp infinit, ;∞→t  ,0=v adică barca chiar după oprirea 
motorului, nu se mai opreşte. Acest rezultat neverosimil provine din ipoteza 
asupra dependenŃei de pătratul vitezei a forŃei de frecare la înaintare, ipoteză 
pe care calculele o dovedesc a fi incorectă. 

 c) Se notează cu τ  intervalul temporal după care barca se opreşte 
( )finit−τ . 

    ( ) 






 +== ∫ τ
τ

m

kv

k

m
dttvs 0

0
1ln  

 d)    dtvkdtvvkFdxdL ⋅⋅−=⋅⋅⋅−== 32  

    2
00

3

2

1
mvdtkvL ∫

∞
−=−= , 

egalitate ce reflectă teorema conservării energiei cinetice. 
 

 1.20. Energia potenŃială a unui punct material în camp central este: 

a) ( )
r

rU
α=  

b) ( ) 2

2

1
krrU =  

unde r este modulul vectorului de poziŃie al particulei, α  şi k  sunt constante 
reale positive. Să se determine forŃa ce acŃionează asupra punctului material 
când acesta trece din poziŃia ( )3,2,11P  în poziŃia ( ).4,3,22P  

 
 Rezolvare: 

    ∑
= ∂

∂−=−∇=
3

1i
i

i

e
x

U
UF

rr
 

    rdFdL
rr

⋅=  
    ( ) ( )321 ,, xxxUrUU ==  
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dr

dU

r

x

x

r

r

U

x

U i

ii

=
∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂

 

    ri
i

i
i

i i

e
dr

dU
e

r

x

dr

dU
e

x

U
F

rrrr
−=−=

∂
∂−= ∑∑

==

3

1

3

1

 

    ∫ ∆−=−= 2

1

P

P
UdUL  

a) r
r

F
rr

3

α=  ( N ) - forŃă de tip gravitaŃional, coulombian. 









−−=

12

11

rr
L α ( J ). 

b) rkF
rr

−=  ( N ) – forŃă de tip elastic. 

( )2
1

2
22

1
rrkL −−= ( J ). 

 
 1.21. Energia potenŃială de interacŃiune pε , dintre doi nucleoni se 

poate exprima suficient de precis prin relaŃia: 

    00
0

r

r

pp e
r

r −








−= εε , 

unde: Jp
12

0 108 −⋅=ε ; ,105,1 15
0 mr −⋅≈  iar r  este distanŃa dintre 

nucleoni. 
a) Să se determine expresia forŃei de interacŃiune dintre nucleoni. 
b) Să se calculeze valoarea acestei forŃe pentru .0rr =  

 
Rezolvare: 

a) ( ) r
r

r
p

r
pp ee

r

r

r
e

rr

r

r
rF

rr
r

r
00

2

0 1 






 +=
∂

∂
−=

∂
∂

−=
εεε

 

b) ( ) kN
r

rF p 92,32
2

0
0 ≅=

ε
. 

 

1.22.  Să se stabilească expresia vitezei cu care se deplasează un corp 

atunci când asupra lui nu acŃionează nici o forŃă, însă masa i se modifică după 

legea: ( ) 1
0 1 −α+= tmm . 

R:  ( ) 1
0 1 −α+= tvv . 

 

1.23.  Mi şcarea unui punct material este definită de ecuaŃiile 

parametrice:    x = 3 t ,   y = 4 t – 3 t2,  
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unde x şi y sunt exprimaŃi în m, iar t în secunde. Să se determine raza de 

curbură a traiectoriei în momentul când acesta intersectează axa 0x. 

R:  R1 = R2 = 6,94 m. 

 

1.24.  Două particule a şi b se mişcă în direcŃia Ox, respectiv Oy, cu 

vitezele iva

rr
2=  (m/s), iva

rr
2=  (m/s). La t = O coordonatele lor sunt (– 3; 0), 

respectiv (0; 3). 

a)  Să se afle vectorul ab rrr
rrr −=  care reprezintă poziŃia relativă a 

particulei b faŃă de particula a la un moment dat.  

b)  În ce moment şi în ce poziŃie cele două particule se vor afla la 

aceeaşi distanŃă de origine şi în ce condiŃii va fi distanŃa dintre ele minimă? 

R:  a) jtitr
rrr

)23()23( −+−= ;  

       b)  t = 0; xa = yb = – 3; 
13
6

;
13
9

;
13
15 =−== ba yxt  

 
 

1.2. Câmp de forŃe  

 
NoŃiunea de câmp se utilizează în descrierea forŃelor ce acŃionează într-

un anumit domeniu. De exemplu se poate defini câmpul gravitaŃional al unei 

mase M. ForŃa cu care acŃionează această masă asupra unei alte mase m, 

situată la distanŃa r  de ea, este dată de legea atracŃiei universale a lui 

Newton: 

r

r

r

mM
F ⋅=

2
k , (1.23) 

unde k este constanta atracŃiei universale. 

Legea se mai poate scrie sub forma: 

CmF = , 

unde am notat: 

r

r

r

M
C ⋅=

2
k , (1.24) 

care poartă numele de intensitatea câmpului gravitaŃional creat de masa M 

într-un punct situat la distanŃa r. 
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Analog se poate defini câmpul electric creat de sarcina Q asupra 

sarcinii q, situată într-un punct oarecare din jurul sarcinii Q; mărimea forŃei 

de interacŃiune dintre cele două sarcini electrice este dată de legea lui 

Coulomb: 

r

r

r

qQ
F ⋅

πε
⋅= 2
04

. (1.25) 

Această lege poate fi scrisă şi sub forma: 

r

r

r

qQ
EEqF ⋅

πε
⋅== 2
04

; , (1.26) 

unde E  se numeşte intensitatea câmpului electric creat de sarcina Q într-un 

punct situat la distanŃa r  de ea. 

Câmpul este o formă de existenŃă a materiei, prin intermediul căruia se 

realizează diferitele tipuri de interacŃiuni dintre corpuri. În fiecare punct din 

domeniul său de existenŃă câmpul este caracterizat prin anumite mărimi fizice 

care pot lua valori diferite, în puncte diferite din spaŃiu. În exemplele de mai 

sus, aceste mărimi sunt: intensitatea câmpului gravitaŃional (C
r

) şi 

intensitatea câmpului electric ( E
r

). Fiind mărimi vectoriale, câmpurile 

respective sunt denumite câmpuri vectoriale. în cazurile în care câmpurile 

sunt caracterizate de mărimi scalare, sunt denumite câmpuri scalare.  

Exemplu: temperatura şi presiunea unui gaz.  

Câmpul vectorial se reprezintă intuitiv desenând în mai multe puncte 

din spaŃiu vectorii intensităŃii câmpului şi trasând apoi liniile de câmp care 

sunt tangente în fiecare punct la vectorii intensităŃii câmpului. Se trasează 

liniile de câmp mai depărtate, în acele regiuni în care câmpul este slab şi 

apropiate unde câmpul este intens (fig. 1.3). 

 

Figura  1.3 
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ConvenŃia adoptată este ca numărul de linii pe unitatea de arie 

perpendiculară să fie proporŃională cu intensitatea câmpului. 

Un câmp este uniform (omogen) dacă în orice punct al lui, vectorul 

intensitate are aceeaşi mărime şi sens. 

Dacă direcŃia intensităŃii în orice punct al câmpului trece mereu prin 

acelaşi punct (centrul câmpului), iar mărimea lui este funcŃie de distanŃa 

acestui punct faŃă de centrul câmpului, câmpul se numeşte central. 

Câmpurile de forŃe se manifestă prin forŃa cu care ele acŃionează în 

fiecare punct asupra unui corp de probă plasat în acel punct. 

Câmpul ca şi substanŃa, are energie şi orice schimbare a energiei unui 

obiect trebuie considerată ca un transfer local de energie de la câmp la obiect 

şi invers. Ca urmare, în fiecare moment se îndeplineşte legea conservării 

energiei sub forma sa cea mai generală: 

W(obiect) + W(câmp) = const. 

De fiecare dată când lipsesc cauze vizibile care să explice schimbarea 

energiei unui corp, se introduce noŃiunea de câmp chiar de un tip nou şi se 

apelează la legea de mai sus. 

Câmpul poate fi caracterizat, în fiecare punct al său, printr-o mărime 

scalara numită potenŃial. De exemplu, în cazul câmpului gravitaŃional, forŃa 

care acŃionează asupra unui punct material de masă m are expresia (1.24). 

Energia potenŃială a acestui punct material, situat într-un punct al 

câmpului de intensitate C , se calculează astfel: 

∫
∞

⋅−=
r

rCzyxU d),,( . (1.27) 

PotenŃialul câmpului gravitaŃional în punctul de coordonate x, y, z 

este: 

( )
r

M
rV

k= . (1.28) 

Analog, potenŃialul într-un punct al câmpului electric, creat de o 

sarcină punctiformă, se defineşte prin relaŃia 
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r

Q
rV

04
)(

πε
= . (1.29) 

RelaŃia dintre forŃă şi energia potenŃială dă posibilitatea să se 

stabilească o legătură între intensitatea câmpului şi potenŃialul său: VC −∇=  

şi analog pentru câmpul electric: VE −∇= . 

 

 
1.3. Legile mecanicii pentru sisteme de puncte materiale 

Rezultatele obŃinute în cazul punctului material pot fi generalizate la 

studiul sistemelor formate din mai multe puncte materiale, dar în acest caz 

trebuie să se deosebească două tipuri de forŃe: exterioare şi interioare. ForŃele 

care acŃionează din exterior asupra punctelor materiale ale sistemului 

considerat, se numesc forŃe exterioare. ForŃele determinate de acŃiunea 

fiecărui punct material asupra celorlalte puncte materiale din sistem sunt 

forŃele interioare. Se notează cu ))(eiF  forŃa exterioară care acŃionează asupra 

punctului materiei i şi cu ijF  forŃa cu care punctul material j acŃionează 

asupra punctului material i. 

 

Legea a doua a lui Newton pentru fiecare punct material în parte, se 

scrie sub forma: 

 

Figura 1.4 
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( )ni
t

p
FF i

n
ijei ,...,1,

d

d

1j
)( ==∑+

=
, (1.30) 

unde n este numărul de puncte materiale din sistem. 

Prin însumarea relaŃiilor (1.30) scrise pentru fiecare punct material în 

parte şi Ńinând seama că forŃele ijF  se anulează două câte două ( )ijij FF −=  

se obŃine: 









∑=∑=
==

i
n

i

n
eie rm

t
FF

1i
2

2

1i
)()(

d

d
, (1.31) 

unde )(eF  reprezintă forŃa exterioară rezultantă care acŃionează asupra 

sistemului de particule. 

PoziŃia R
r

 a centrului de masă al unui sistem de n particule, în raport 

cu o origine fixă O, este definită prin: 

∑

∑
=

=

=
n

i

n
ii

m

rm
R

1i

1i . (1.32) 

În absenŃa forŃelor exterioare, impulsul total al sistemului ∑
i

ii vm este 

constant. Momentul cinetic total al unui sistem de puncte materiale se 

defineşte ca suma momentelor cinetice ale punctelor materiale componente: 

( )∑ ×=
i

ii prL , (1.33) 

unde ir  şi ip  reprezintă vectorul de poziŃie şi respectiv, impulsul punctului 

material i. 

DiferenŃa ji rr −  este un vector cu originea în punctul j şi vârful în 

punctul i (fig. 1.5) şi deci este paralel cu forŃa ijF  care acŃionează de-a 

lungul liniei ce uneşte cele două puncte.  
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Figura  1.5 

 

Prin urmare 

( ) 0
ji,

=∑ ×− ijji Frr . (1.34) 

În acest caz, relaŃia devine: 

)(
i

)(
d
d

eeii MFr
t

L =∑ ×= , (1.35) 

unde )(eM  este momentul rezultant al forŃelor exterioare. 

În ipoteza că 0)( =eM , se deduce că 0
d
d =

t

L
 şi CL = . Astfel 

momentul cinetic total al sistemului rămâne constant în timp, dacă momentul 

rezultant al forŃelor exterioare, care acŃionează asupra sistemului este egal cu 

zero. Legea conservării momentului cinetic tota1 este adevărată numai pentru 

acele sisteme la care se aplică legea a treia a lui Newton. Aplicând legea a 

doua a lui Newton pentru fiecare punct material în parte, se obŃine: 

∑ ∑ 









∑=⋅=⋅=

= = =

n

1i

n

i

n

1i

ii
i

i
ii

vm
r

t

p
rFL

1

2

2
dd

d

d
dd , (1.36) 

unde:  

2

2

1
ii

n

1i
vmT ∑=

=
, (1.37) 

este energia cinetică totală a sistemului de puncte materiale. 
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Lucrul mecanic elementar dat de relaŃia (1.36) reprezintă variaŃia 

energiei cinetice a sistemului: TL dd = . 

∑ ∑ −=+⋅
i ij

iijiei UrFrF ddd)( . (1.38) 

Lucrul mecanic efectuat de forŃele conservative este:  

unde: 

∑ ∑+=
= =

n

1i

n

1ji,
ijei UUU

2

1
)( , (1.39) 

este energia potenŃială totală a sistemului. Coeficientul 2/1  apare deoarece 

fiecare pereche de indici apare de două ori: o dată la însumarea în raport cu i 

şi o dată în raport cu j. Termenul al doilea din membrul drept al relaŃiei (1.39) 

se numeşte energie potenŃială internă a sistemului. 

0dd =+ UT   sau  .constUT =+  (1.40) 

AplicaŃii 

 
1.25. Să se arate că variaŃia energiei cinetice a punctelor materiale ce se 

ciocnesc plastic depinde doar de viteza lor relativă înainte de ciocnire şi de 
masele lor. 
 Rezolvare: 

Se consideră că două PM de mase 1m  şi 2m  ce se deplasează cu 
vitezele 1v

r
, respectiv 2v

r
 se ciocnesc plastic. Se scrie legea conservării 

impulsului şi se obŃine: 

   

( )

21

2211

212211

mm

vmvm
v

vmmvmvm

+
+=

→+=+
rr

r

rrr

 

Din bilanŃul energiei, pierderea de energie cinetică, în special sub 
formă de căldură este: 

   ( )

( ) 22
21

21

21

2
21

2
22

2
11

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

r

cfcic

vvv
mm

mm

vmmvmvm

Q

rrr =−
+

=

=+−+=

=−==∆− εεε

 

unde masa redusă este: 

    
21

21

mm

mm

+
=µ , 

respectiv viteza relativă a PM1 faŃă de PM2: 
    .21 vvvr

rrr −=  
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1.26.  Să se verifice dacă impulsul, momentul cinetic total şi energia 

cinetica totală a unui sistem de N puncte materiale de mase m1,m2,…mN şi 

poziŃii N211 r,...r,r
rrr

 sunt aceleaşi cu ale unui singur punct material de masă 

∑=
−

N

i
imM

1
 şi poziŃia i

N

i
irm

M
R ∑=

=1

1r
 numit centru de inerŃie al sistemului. 

Rezolvare: VM
M

rm

t
Mrm

t
rmp i

ii

i

iii

i
i =



















−






==
∑

∑∑

⋅

⋅

d
d

d
d

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11

11

1

1
1

1

1 '''''' VMRrrmvmRvmrvvmRrL
N

i
ii

N

i
ii

n

i
iiii

N

i

×+×








+×+×=+×+= ∑∑∑∑

=

⋅

===

în care: 

1' Rrr +=    1' vvv +=  

( )
22

1
1

1

2
1

1

VM
VvmVv

m
T i

N

i
ii

N

i

i

r
rrrr +




 ′

∑=+∑=
==

 

Se observă că nu există nici un sistem de referinŃă în care:  

( )11 VMRL
rrr

×=   şi  
2

2
1VM

T

r

= . 

 

 

1.27. Două corpuri de masă m1 = 10 kg, respectiv m2 = 6 kg, sunt 

legate printr-o bară rigidă AB de masă neglijabilă. IniŃial sistemul se află în 

repaus şi apoi se acŃionează simultan asupra celor două corpuri cu două forŃe 

Fx = 8 N şi Fy = 6 N. PoziŃia iniŃială a celor două corpuri este: M1 (0, 3) şi M2 

(1; 0). Să se scrie poziŃia centrului de masă al sistemului în funcŃie de timp. 

 

R: j
t

i
t

tR
rrr

⋅








++⋅









+=

16
3

8
15

48
3

)(
22

. 
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2.  PRINCIPIILE MECANICII ANALITICE 

Pentru determinarea în spaŃiu a poziŃiei unui sistem de n puncte 

materiale, trebuie precizaŃi vectorii de poziŃie ai punctelor sistemelor. 

2.1. EcuaŃiile Lagrange 

Deoarece mişcarea este descrisă cu ajutorul coordonatelor 

generalizate iq , derivatele funcŃiei Lagrange în raport cu vitezele 

generalizate: 

i
i q

L
p

&∂
∂= , (2.1) 

se numesc impulsuri generalizate, iar derivatele în raport cu coordonatele 

generalizate: 

i
i q

L
F

∂
∂= , (2.2) 

se numesc forŃe generalizate. EcuaŃiile Lagrange se pot scrie sub forma 

concisă: 

ii Fp =& . (2.3) 

Pentru simplitate se consideră un punct material care se mişcă pe o 

traiectorie rectilinie în direcŃia Ox . Pornind de la egalitatea: 

,gradUpF −== &   

se obŃine: 

,
x

U
px ∂

∂−=&  (2.4) 

unde: 

x

T
px ∂

∂=
. 

(2.5) 

Înlocuind expresia (2.5) în relaŃia (2.4), rezu1tă: 

0
d

d =
∂
∂+






∂
∂

x

U

x

T

t
. (2.6) 

Folosind expresia , ( )tqqLUT ,, &=−  ecuaŃia (2.6) devine:  

(2.7) 

łinând seama de faptul că 0=
∂
∂

x

U
&

 şi 0=
∂
∂

x

T
, ecuaŃia (2.7) devine: 
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0
d

d =
∂
∂−









∂
∂

x

L

x

L

t &
 (2.8) 

Generalizând ecuaŃiile (2.8) se obŃin S ecuaŃii de forma: 

0
d

d =
∂
∂−













∂
∂

ii q

L

q

L

t &
,  (i = 1,..., s) (2.9) 

numite ecuaŃiile Lagrange. 

 

 

2.2. EcuaŃiile Hamilton 

0)()(
d

d =−
∂
∂+








+

∂
∂

UL
x

UL
xt &

. 

DiferenŃiala totală a funcŃiei Lagrange după coordonate şi viteze este: 

∑
∂
∂

∑ +
∂
∂=

ii
ddd i

i
i

i

q
q

L
q

q

L
L &

&
 (2.10) 

Deoarece derivatele 
iq

L
&∂

∂
 sunt prin definiŃie impulsurile generalizate, iar 

ecuaŃiile lui Lagrange dau i
i

p
q

L
&=

∂
∂

, se poate scrie expresia (2.10) sub forma:  

∑+∑=
ii

ddd iiii qpqpL &&  (2.11) 

Termenul al doilea din relaŃia (2.11) se scrie sub forma: 

∑ ⋅−∑ 







∑=⋅

ii i
ddd iiiiii pqqpqp &&&

 
 

apoi se trece diferenŃiala totală 







∑ ii qp &
i

d  în primul membru şi se schimbă 

semnele, obŃinându-se: 

∑ ⋅+∑ ⋅−=







∑ −

iii
ddd iiiiii pqqpLqp &&&   

Mărimea de sub semnul diferenŃială reprezintă energia sistemului 

exprimată în funcŃie de coordonate şi de impulsuri şi se numeşte funcŃie 

Hamilton a sistemului: 

∑ −=
i

),,( LqptqpH ii &  (2.12) 
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Din egalitatea 

∑+∑−=
ii

ddd iiii pqqpH &&  (2.13) 

în care variabilele independente sunt coordonatele şi impulsurile, se obŃin 

ecuaŃiile Hamilton:  

,;
i

i
i

i q

H
p

p

H
q

∂
∂−=

∂
∂= &&    (i = 1,..., S) (2.14) 

 

 
 
2.3. Mişcarea oscilatorie armonică 

 

Cazul studiat este cel al unui punct material a cărui mişcare se poate 

descrie cu un singur grad de libertate q . 

Un sistem este în echilibru stabil atunci când energia sa potenŃială 

( )qU  este minimă; o depărtare de la această poziŃie dă naştere la o forŃă 

q

U

d

d−  care tinde să readucă sistemul la punctul său de plecare. Curba 

energiei potenŃiale ( )qU  se poate aproxima printr-o parabolă care are un 

minim în 0=q  (fig. 2.2). Dacă se dezvoltă funcŃia ( )qU  în serie Taylor, în 

jurul punctului 0=q , se obŃine: 

=









==

=0
2

2
2

d

d
;

2

1
)(

q
q

U
kkqqU constant. (2.16) 

în care s-au neglijat termenii de ordin superior în q . Constanta k  depinde de 

 

Figura 2.2 
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natura câmpului de forŃe şi este denumită constantă elastică.  

 

FuncŃia Lagrange a unui punct material care execută oscilaŃii liniare în 

jurul poziŃiei de echilibru, când drept coordonată q se poate alege coordonata 

carteziană 

x , este: 
22

22 kxxm
L −=

&
. (2.17) 

EcuaŃia de mişcare a punctului material se obŃine înlocuind funcŃia 

(2.17) în ecuaŃiile Lagrange (2.9): 

;0=+ kxxm&&  (2.18) 

;0=+ x
m

k
x&&  (2.19) 

m

k
w =  (2.20) 

EcuaŃia diferenŃială liniară (2.19) are două soluŃii independente: 

tωcos  şi tωsin , de unde soluŃia sa generală: 

tCtCx ωω sincos 21 +=  (2.21) 

Această expresie se poate scrie şi sub forma: 

( )ϕω += tAx cos  (2.22) 

Conform relaŃiilor ( ) ϕωϕωϕω sinsincoscoscos ttt −=+  şi (2.21) se 

obŃin expresiile ce exprimă legătura dintre constantele arbitrare A  şi 

constantele 1C  şi 2C : 

1

22
2

2
1 ;

C

C
tgCCA −=ϕ+=  (2.23) 

Astfel, în vecinătatea poziŃiei sale de echilibru stabil, un sistem 

efectuează o mişcare oscilatorie armonică. Coeficientul A din faŃa factorului 

periodic din relaŃia (2.22) se numeşte amplitudinea oscilaŃiilor, iar 

argumentul cosinusului – faza lor; ϕ  este valoarea iniŃială a fazei şi depinde 

evident de alegerea originii timpului. Mărimea ω  este pulsaŃia sau frecvenŃa 

unghiulară a oscilaŃiilor. PulsaŃia care nu depinde de condiŃiile ini Ńiale ale 

mişcării, constituie caracteristica fundamentală a oscilaŃiilor. łinând seama 
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de formula (2.20), ea este complet determinată de proprietăŃile sistemului 

mecanic ca atare. Se observă că această proprietate a pulsaŃiei este valabilă în 

ipoteza oscilaŃiilor mici şi dispare când se trece la un grad de aproximaŃie 

superior. Aceasta înseamnă din punct de vedere matematic că ea este valabilă 

dacă energia potenŃială este funcŃie de pătratul coordonatei. Energia unui 

sistem care efectuează oscilaŃii mici este: 

( )222
22

222
xx

mkxxm
W ω+=+= &

&
 

Prin introducerea expresiei (2.22), se obŃine: 

22

2
1

AmW ω=  (2.24) 

Se observă că energia este proporŃională cu pătratul amplitudinii 

oscilaŃiilor. 

AplicaŃii 

2.1. Să se scrie funcŃiile lui Lagrange şi Hamilton pentru un pendul 
plan, de masă m2 şi lungime l, al cărui punct de suspensie, de masă m1, se 
deplasează pe o dreaptă orizontală. Câmpul gravitaŃional se consideră 
uniform. 

 
Rezolvare: 

Coordonatele generalizate sunt: q1 = x ; q2 = ϕ. PoziŃiile punctelor sunt 
definite prin coordonatele:  

punctul m1: x1 = x; z1 = 0; 
punctul m2: x2 = x + l sin ϕ; z2 = l cos ϕ. 

Energia cinetică a sistemului este: Ec = Ec1 + Ec2 

 )x2(m
2
1

x)mm(
2
1

E 22
2

2
21c ϕ⋅⋅ϕ⋅+ϕ++= cosl&&&l&  

Energia potenŃială este: 

 

Fig.2.7. 

 ϕ−=−= coslgmzgmE 22p  

FuncŃia Lagrange este: 

 ϕ⋅+ϕ⋅⋅ϕ⋅+ϕ++= coscos ll&&&l& gm)x2(m
2
1

x)mm(
2
1

L 2
22

2
2

21  

Impulsurile conjugate coordonatelor sunt: 
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ϕ+ϕ=

ϕ∂
∂=

ϕϕ++=
∂
∂=

ϕ cos

cos

l&&l
&

&l&
&

xmm
L

p

mx)mm(
x
L

p

2
2

2

221x

 

FuncŃia lui Hamilton va fi: 

ϕ−
ϕ+

ϕ+ϕ
−

ϕ+

++
=+= ϕϕ cos

sin

sincos

sin
l

ll

l
gm

)mm(

)1(pp

)mm(m2

)mm(pmp
EE 222

21

2
x

2
21

2
2

21
2

2
22

x
pcH  

 
 

2.2.   Să se calculeze numărul gradelor de libertate pentru un sistem 
mecanic constit din 4 PM între care există 5 legături. 
 

Rezolvare:  
Numărul f, al gradelor de libertate este dat de relaŃia: 
 73 =−= lNf  

2.3. Să se scrie funcŃia Lagrange pentru un pendul dublu ce oscilează în 
câmp gvitaŃional terestru uniform, în plan vertical. 
 

Rezolvare: 
Fiecare pendul are un grad de libertate: coordonatele generale adecvate sunt 
unghiurile firelor acestora cu verticala loccului 1α , respectiv 2α . 

Pentru pendulul 1: 

 
1111111

1111111

sincos

cossin

ααα
ααα

lyly

lxlx

&&

&&

−=→=
=→=

 

Pentru pendulul 2: 

 
222111222112

222111122112

sinsincoscos

coscossinsin

αααααα
αααααα

llylly

llxllx

&&&

&&&

−−=→+=
+=→+=

 

Considerăm valoarea zero a energiei potenŃiale în originea sistemului de axe 
şi funcŃia Lagrange a pendulului dublu este: 

( ) ( ) 22211211221212

2
2

2
2

22
1

2
1

21
2121

coscoscoscos
22

αααααα

ααεεεεεε

glmglmmllm

l
m

l
mm

L ppccpc

+++−

++
+

=−−+=−=

&&

&&
  

 
2.4. Considerând funcŃia Lagrange a unui oscillator liniar armonic, 

 ,
2

1

2

1 22 kxxmL −= &  

să se determine ecuaŃia diferenŃială de mişcare a oscilatorului. 
 

Rezolvare:  
Cei doi termeni ai ecuaŃiei Lagrange pentru oscilatorul armonic considerat 
sunt: 
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.

;

kx
x

L

xm
x

L

dt

d

−=
∂
∂

=








∂
∂

&&
&

 

de unde obŃinem ecuaŃia: 
 0=+ kxxm&&  

 0=+ x
m

k
x&&  

unde notăm raportul: 

m

k
= 2ω  

şi ecuaŃia capătă forma: 

 02 =+ xx ω&&  
care este chiar ecuaŃia diferenŃială a oscilatorului armonic. 
 

2.5. FuncŃia Lagrange a unui punct material de masă m în mişcare în 
camp  gravitaŃional este: 

 .
2

1
2

2

r

M
kmrmL −= &  

Să se determine expresia acceleraŃiei gravitaŃionale ca funcŃie de înălŃimea h 
măsurată de la suprafaŃa Pământului. Se cunosc raza Pământului R şi 
valoarea acceleraŃiei gravitaŃionale la suprafaŃa Pământului 0g . 

 
 

Rezolvare:  
Cei doi termeni ai ecuaŃiei Lagrange pentru PM în câmp gravitaŃional sunt: 

 

2r

M
kM

r

L

mgrm
r

L

dt

d

=
∂
∂

==








∂
∂

&&
&

 

de unde se obŃine ecuaŃia: 

 0
2

=−
r

M
kg  

care se rescrie sub forma: 

( ) 






 −=






 −≅








 +
=

+
=

R

h
g

R

h

R

M
k

R

hR

M
k

hR

M
kg 2121

1

1
02222  

unde  se notează: 

 
20

R

M
kg =  
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2.6. Să se stabilească ecuaŃia de mişcare şi perioada micilor oscilaŃii ale 
unui pendul gravitaŃional (l,m) utilizând formalismul lagrangean. Se 
neglijează frecările. 
 

Rezolvare:  
Sistemul are un grad de libertate căruia îi asociem coordonata generalizată 
α . Întrucât sistemul execută doar mişcare oscilatorie în jurul punctului de 
suspensie, este convenabil să se trecă la coordinate polare: 

 
α
α

cos

sin

ly

lx

=
=

 

 FuncŃia Lagrange este: 

 αα cos
2

1 22 mglmlL += &  

de unde se obŃine ecuaŃia Lagrange: 

 0sin2 =+ αα mglml &&  

ÎmpărŃind cu 2ml  se obŃine: 

 0sin =+ αα
l

g
&& , 

care este o ecuaŃie diferenŃială dificil de rezolvat. Pentru rezolvarea ei se face 
ipoteza oscilaŃiilor mici, care ne permite să aproximăm funcŃia sinus cu 
argumentul ei exprimat în radiani αα ≈→ sin : 

 0=+ αα
l

g
&& , 

unde se notează raportul 
l

g
 cu 2ω  şi ecuaŃia devine: 

 02 =+ αωα&& , 
cu soluŃia generală: 
 ( ) tBtAt ωωα cossin += ,  

cu A şi B constante reale. Pentru determinarea lor se folosesc condiŃiile 
iniŃiale la momentul t=0: 

 

ω
ααα

α

M
M A

B

=→=

=→=

&&

00
 

Se obŃine: 

 ( ) tt M ω
ω

αα sin=  

iar perioada micilor oscilaŃii este dată de relaŃia: 

 
g

l
T π

ω
π

2
2 ==   
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2.7.  De la înălŃimea 0z  se aruncă orizontal un punct material cu viteza 

iniŃială zv0 . Să se determine ecuaŃia de mişcare şi traiectoria punctului 

material utilizând formalismul lagrangean. 
 

Rezolvare:  
FuncŃia Lagrange este: 

 ( ) mgzzx
m

L −+= 22

2
&& , 

unde am considerat energia potenŃială nulă la suprafaŃa Pământului. Se obŃin 
ecuaŃii diferenŃiale cu soluŃiile generale de mişcare: 

 
( )

( ) 2
43

21

2

1

0

gtCCtzmgzm

tCCtxxm

−+=→−=

+=→=

&&

&&

 

Pentru determinarea celor patru coeficienŃi ce apar în soluŃiile generale se 
utilizează condiŃiile iniŃiale şi se obŃin ecuaŃiile parametrice de mişcare: 

 
( )

( ) 2
0

0

2

1
gtztz

tvtx x

−=

=
 

Eliminând timpul între cele două ecuaŃii parametrice de mişcare, se obŃine 
ecuaŃia traiectoriei: 

 2
20 2

x
v

g
zz

ox

−= , 

ecuaŃie ce descrie un arc de parabolă cu vârful în sus. 
 

2.8. Să se scrie funcŃia Lagrange şi ecuaŃiile Lagrange pentru un pendul 
gravitaŃional (l,m) legat cu capătul liber de un punct de masă M, ce se poate 
deplasa fără frecare pe un suport orizontal în camp gravitaŃional uniform. 

 
 

Rezolvare:  
Sistemul are două grade de libertate corespunzătoare: 

• deplasării pe orizontală, asociindu-se coordonata generalizată x; 
• oscilaŃiei în plan vertical în jurul punctului de suspensie antrenat în 

mişcarea orizontală, asociindu-se coordonata generalizată α . 
Pentru cele două corpuri, de masă M şi m, se scriu expresiile coordonatelor: 

• corpul de masă M; li se asociază coordonatelor indicele 1: 

 
00 11

11

=→=
=→=

yy

xxxx

&

&&
 

• corpul de masă m; li se asociază coordonatelor indicele 2: 

  
ααα

ααα
sincos

cossin

22

22

lyly

xxlxx

&&

&&&

=→=
+=→+=
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FuncŃia Lagrange a sistemului considerat este: (considerându-se 0=pε , 

la nivelul axei Ox). 

 αααα coscos
22

222 mglxmll
m

x
Mm

L ++++= &&&&  

Pentru coordonata generalizată x, componentele ecuaŃiei Lagrange sunt: 

( )[ ] ( )

0

sincoscos 2

=
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iar pentru coordonata generalizată α , componentele ecuaŃiei Lagrange 
sunt: 

( )

ααα
α

αααααα
α

sinsin

sincoscos 22

mglxml
L
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EcuaŃiile lui Lagrange sunt: 

 
( )

0sinlgcos

0sincos
2

2

=++
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mxmlml

mlmlxMm

&&&&

&&&&&
 

şi constituie un sistem de ecuaŃii diferenŃiale cuplate, dificil de rezolvat 
 
 
2.9.  Să se scrie forma explicită a funcŃiei Lagrange pentru: 

a) un punct material liber; 

b) un sistem de puncte materiale libere; 

c) un sistem de puncte materiale aflate in interactiune. 

 

Rezolvare: 

a) 2

2

1
rmL &r=  ;     U = 0;   L = T- U 

    )(
2

1 222 zyxmL &&& ++=  

b) ∑=
i
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1
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i
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c) ∑ −=
i
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2
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


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2.10.  Să se scrie funcŃiile Hamilton în coordonate 

a) carteziene;   b) polare;   c) sferice. 

Rezolvare:  

a) ( ) ),,(
2

1 222 zyxUppp
m

H zyx +++=  

b) ),()
1

(
2

1 2
2

2 θ++= θ rUp
r

p
m

H r  

c) ),,()
sin

11
(

2

1 2
22

2
2

2 ϕθ+
θ

++= ϕθ rUp
r

p
r

p
m

H r  

 

2.11.  Să se deducă legea a doua dinamicii din ecuaŃiile Lagrange şi 

din ecuaŃiile canonică Hamilton în aproximaŃia clasică. 

R:   F= r&  

 

2.12.  Să se scrie legea mişcării pendulului simplu cu ajutorul ecuaŃiei 

Langrange. 

R:   0=θ+θ
l

g&&

 

 

3.  ELEMENTE DE TEORIA RELATIVITA łII 

RESTRÂNSE 

Legile mecanicii sunt aceleaşi în orice sistem de referinŃă inerŃial. 

Principiul relativităŃi al lui Einstein afirmă că legile fizicii sunt aceleaşi în 

orice sistem de referinŃă inerŃial. 

 

3.1. Transformările Lorenz-Einstein 

Teoria relativităŃii restrânse are la bază două principii formulate de 

Einstein: 

Legile fizicii se pot exprima prin ecuaŃii care au aceeaşi formă în toate 

sistemele de referinŃă ce se mişcă cu viteză constantă unul faŃă de altul; 

Viteza luminii are aceeaşi valoare pentru toŃi observatorii, indiferent 

de starea lor de mişcare cu viteză constantă unul faŃă de altul. 
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Pentru deducerea formulelor de transformare care să satisfacă cele 

două principii ale lui Einstein, trebuie să se considere transformări liniare mai 

generale decât galileene şi anume: 

 













δ+γ=′
=′
=′

β+α=′

.

;

;

;

txt

zz

yy

txx

 (3.1) 

 

Deoarece din figura 3.1 se observă că originea sistemului S′  se mişcă 

faŃă de S cu viteza ν  de-a lungul axei Ox, înseamnă că pentru 0=′x  se 

obŃine vtx = . Din prima relaŃie (3.1), rezultă: 

 

.

;0

v

ttv

α−=β
β+α=

 (3.2) 

Analog se poate considera că sistemul S se mişcă faŃă de S′  cu 

viteza v de-a lungul axei Ox . Deci pentru 0=x  se obŃine tvx ′−=′ . łinând 

cont de aceste condiŃii, de relaŃia (3.2) şi înlocuindu-le în prima şi a patra 

relaŃie (3.1), se obŃine: 

.

;

α=δ
⇒δ=′

α−=′−
tt

vttv

 (3.3) 

Se presupune că la momentul, iniŃial, când cele două sisteme se 

consideră în coincidenŃă, se emite din originea lor comună un semnal 

luminos, iar undele luminoase se vor propaga cu aceeaşi viteză faŃă de cele 

două sisteme, în toate direcŃiile. În particular, pentru direcŃia comună Ox  se 

poate scrie: 

0
'
'

,c ==
t

x

t

x
. (3.4) 

Raportul:  

⇒=
α+γ

α−
α+γ

α=
δ+γ
β+α= ,c

'

'

tx

vt

tx

x
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t

x
 

α−=γ
2c

v
 (3.5) 
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După cele prezentate, formulele de transformare (3.1) se pot scrie sub 

forma: 





















 −α=

=
=

−α=

.'

;'

;'

);('

2
x

c

v
tt

zz

yy

vtxx

 (3.6) 

 

 

Figura 3.1 

Din principiul constanŃei vitezei luminii fată de cele doua sisteme 

rezultă că fronturile de undă trebuie să aibă formă sferică faŃă de ambe1e 

sisteme dacă se consideră propagarea semnalului luminos în toate direcŃiile 

din spaŃiu (fig. 3.1), adică: 

x2 + y2 + z2 = (ct)2; (3.7) 

x’2 + y’2 + z’2 = (ct’)2. (3.8) 

Transformările (3.6) trebuie să ducă cele două sfere una în alta; 

înlocuind aceste transformări în (3.8) şi reducând termenii asemenea se 

obŃine: 

Din formulele de transformare Lorentz-Einstein (3.9) rezu1tă că 

poziŃia şi durata unui eveniment depind de sistemul de referinŃă în care se 

efectuează măsurătoarea lor. Aceste transformări trec în cele galileene dacă 

viteza relativă, v, a celor două sisteme este mult mai mică decât viteza 

luminii. 
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 (3.9) 

 

 

3.2. ConsecinŃe ale transformărilor Lorentz-Einstein 

Mărimile care au aceeaşi valoare în toate sistemele de referinŃă sunt 

cantităŃi invariante universale. 

Evenimentul este un fenomen care are loc la un moment t într-un 

punct zyx ,,  din spaŃiu. Un eveniment se poate reprezenta printr-un punct 

într-un spaŃiu cu patru dimensiuni ( )tzyx ,,,  numit spaŃiu-timp. Coordonatele 

spaŃio-temporale ale unui eveniment, depinzând de sistemul inerŃial 

considerat, sunt mărimi relative. 

DiferenŃele dintre coordonatele a două evenimente, faŃă de un 

sistemul de coordonate S, sunt: 

.,,, 12121212 tttzzzyyyxxx −=∆−=∆−=∆−=∆  (3.10) 

Dacă cele două evenimente se produc în acelaşi timp 0=∆t , dar nu 

neapărat în acelaşi loc, ele se numesc simultane. Dacă evenimentele se 

produc în acelaşi loc ( 0,0,0 =∆=∆=∆ zyx ), dar nu neapărat în acelaşi 

moment se numesc colocale, iar dacă se produc în acelaşi loc şi în acelaşi 

moment ( 0,0,0,0 =∆=∆=∆=∆ tzyx ): ele coincid sau sunt absolut 

simultane. 
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3.2.1.  ContracŃia lungimilor 

Se consideră o bară care se află în repaus faŃă de sistemul de referinŃă 

S′ , de-a lungul axei xO ′′  (fig. 3.2). Un observator aflat în acest sistem 

determină coordonatele 1x′  şi 2x′  ale capetelor barei, găsind că bara are 

lungimea: 

12 xxxl ′−′=′∆=′ . 

Un alt observator aflat în sistemul S faŃă de care bara împreună cu sistemul 

S′  se mişcă în direcŃia axei Ox  cu viteza ν  (fig. 3.2), determină în acelaşi 

moment, deci pentru 0=∆t , coordonatele 1x  şi 2x  şi găseşte că: 

12 xxxl −=∆= , 

 

Figura 3.2 

în ipoteza 0=∆t , rezultă: 

2

2

c
1

v
ll −′= . (3.11) 

Fenomenul prin care observatorul faŃă de care bara se mişcă 

determină o lungime mai mică decât observatorul faŃă de care bara se află în 

repaus este cunoscut sub numele de contracŃia Lorentz-Fitzgerald a 

lungimilor. 

 

3.2.2. Dilatarea intervalelor de timp 

Timpul – ca şi spaŃiul – este o mărime relativă. Dacă în sistemul S′  se 

produc două evenimente la un interval 12 ttt ′−′=′∆  între ele, dar în acelaşi 

punct al axei xO ′′ , 0=′∆x , atunci rezultă: 
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(3.12) 

Efectul prin care un interval de timp măsurat de un observator aflat în 

repaus în S′  va apărea în S mai lung decât în S′  se numeşte dilataŃia 

timpului. 

3.3. Dinamica relativistă 

Masa oricărui corp este o mărime variabilă în funcŃie de viteza 

corpului. 

( )
2

2

0
0

c
1

v

m
vfmm

−

=⋅= , 
(3.13) 

 

unde m0 este masa de repaus a corpului: m  masa de mişcare corespunzătoare 

vitezei v.  

RelaŃia (3.13) arată o creştere a masei o dată cu mărimea vitezei  

(fig. 3.3), tinzând la infinit, când viteza se apropie de viteza luminii.  

 

Se ştie că starea mecanică din timpul mişcării unui corp este dată de 

produsul dintre masa acestuia şi viteza cu care se mişcă: 

vmp
rr = , (3.14) 

şi poartă numele de impuls. 

 

 

Figura 3.3 
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Pentru a păstra forma impulsului din mecanica nerelativistă, se 

impune introducerea în relaŃia (3.14) a expresiei relativiste (3.13), adică: 

2

2

c
1

v

vm
p

−

=
r

r
, 

(3.15) 

unde 0m  este masa de repaus a corpului. 

Pentru găsirea legăturii dintre forŃă şi impuls, se pleacă de la definiŃia 

forŃei şi se Ńine seama de expresia (3.15), obŃinându-se: 





















−

=

2

2

0

c
1

d
d

v

vm

t
F

r
r

.  

Având în vedere expresia lucrului mecanic Ld , efectuat de forŃa F
r

 

asupra corpului de masă m, pe distanŃa elementară r
r

d , se scrie: 

( ) ( ) vvmr
t

vm
r

t

p
rFL

rrr
r

r
r

rr
⋅⋅=⋅=⋅=⋅= dd

d

d
d

d

d
dd      sau     dmL 2cd = , 

care, integrată intre limitele 0  şi m∆ , dă variaŃia energiei cinetice a corpului 

care se mişcă cu o viteză corespunzătoare domeniului relativist: 

2c⋅∆=∆ mT . (3.16) 
Pentru un corp cu masa m , energia totală este: 

2cmW = . (3.17) 
Pentru 0=ν , rezultă energia de repaus a corpului: 

2
00 cmW = . (3.18) 

Energia cinetică a corpului considerat este: 

( ) 2
0 cmmT −= . (3.19) 

RelaŃiile (3.16) şi (3.17) sunt verificate cu foarte bună precizie în toate 

procesele fizice în care intervin variaŃii suficient de mari ale energiei (de 

exemplu, în fizica nucleară), dată fiind valoarea foarte mare a lui c. 

Expresia impulsului este: 

( ) 22
0

22 cmmp −= . (3.20) 
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AplicaŃii 

3.1.  Să se scrie soluŃia ecuaŃiei de mişcare pentru o particulă de 

masă de repaus m0, aflată în mişcare relativistă unidimensională sub 

acŃiunea unei forŃe constante. 

Rezolvare: 

EcuaŃia de mişcare este de forma: 

F
dt

dvv
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DependenŃa x = f(t) este hiperbolică. Curba tinde asimptotic spre o 

mişcare uniformă cu viteza c. 

 3.2. Durata de viaŃă a miuonilor µ  în raport cu referenŃialul propriu 

este .105,2 6
0 s−⋅≅τ  Un observator de pe Pământ constată că miuonii produşi 

la înălŃimea kmH 5,22=  ajung pe Pământ. Să se determine dilatarea 
timpului observată de pe Pământ în ipoteza că viteza miuonilor este foarte 
apropiată de viteza luminii şi să se determine valoarea acestei viteze. 

 Rezolvare: 
Intervalul de timp ,t∆ după care miuonii µ  ajung pe Pământ este: 

   .105,7
103

105,22 5
8

3

s
c

H
t −⋅=

⋅
⋅==∆  

Se obŃine: 

   ,30
105,2

105,7
6

5

0

=
⋅
⋅=∆= −

−

τ
γ t

 

unde: 

   .;
1

1
2 c

v=
−

= β
β

γ  

Pentru determinarea vitezei miuonilor µ  se foloseşte faptul că 
intervalul de timp este minim în sistemul de referinŃă propriu. 
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 3.3. Să se determine timpul de viaŃă al miuonilor µ  a căror energie 

este eV910=ε , dacă timpul de viaŃă în referenŃialul propriu este 
,105,2 6

0 s−⋅≈τ  iar masa de repaus este emm 77,2060 =µ . 

 
 Rezolvare: 

Factorul γ  este dat aici de relaŃia: 

     ,
0ε

εγ =  

Se calculează energia de repaus, 0ε , a miuonilor µ : 

    
 →=→⋅=⋅== − 44819,91006,11069345,1 8112

00 γε eVJcm  

timpul de viaŃă al miuonilor µ  de energie eV910=ε  este: 

     .62,230 st µγτ ==∆  

 
 3.4. Energia mezonilor rapizi din razele cosmice este 3GeV, iar  

energia lor de repaus este de 100 MeV. Ce distanŃă pot străbate aceşti mezoni 
în atmosferă în timpul lor de viaŃă, dacă în referenŃialul propriu au timpul de 
viaŃă s8

0 1025,1 −⋅≈τ  ? 

 
 Rezolvare:  

     .37530 0
0

nst ==∆→== γτ
ε
εγ  

DistanŃa parcursă în atmosferă în acest interval de timp de viaŃă este: 

     .44,11212
0 mctvx =−=∆= γτ  

 
 3.5. Durata de viaŃă proprie, într-un sistem de referinŃă inerŃial legat 

de particulă, a unei particule instabile este .103 8
0 s−⋅≈τ  Să se calculeze 

distanŃa pe care o parcurge particula până la dezintegrare într-un sistem de 
referinŃă inerŃial faŃă de care durata sa de viaŃă este  s. 

 
Rezolvare: 

DistanŃa l, pe care o parcurge particula până la dezintegrare este dată 
de relaŃia: 

       
Pe de altă parte: 

       
de unde obŃinem pentru spaŃiul parcurs expresia:  

      
3.6. O bară cilindrică de lungime , se află în repaus în planul  

al referenŃialului propriu şi face unghiul cu axa . Care este lungimea şi 



 60

orientarea barei în SL faŃă de care referenŃialul propriu se deplasează cu 

viteza constant  ? 
 
Rezolvare: 

Lungimea barei cilindrice, în orice sistem de referinŃă plan, este dată 
de relaŃia:       

Componentele în cele două dimensiuni sunt date de relaŃiile: 
   

  
respectiv: 
    . 
Lungimea şi orientarea barei în SL este dată de relaŃiile: 

     
 

    . 
 

 3.7. Un corp sferic de rază R, are, în repaus, volumul   . Ce 
volum va înregistra un observator plasat într-un sistem de referinŃă inerŃial 

faŃă de care corpul se deplasează cu viteza constantă  ? 
 

Rezolvare: 
Se consideră că sfera se deplasează în lungul axei . În această 

ipoteză elipsoidul de rotaŃie de semiaxe  are pentru volumul 
lui expresia: 

          . 
 
3.8. Densitatea unui corp în repaus este . Să se determine viteza unui 

sistem de referinŃă inerŃial în raport cu care densitatea corpului devine  

 
 
Rezolvare: 

Din relaŃiile de transformare a masei şi volumului în teoria relativităŃii 
restrânse: 

 ; ; 
se obŃine pentru densitate: 

  , 
de unde rezultă pentru viteză expresia: 

  . 
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4.  FIZICA FLUIDELOR 

4.1. Statica fluidelor 

 
Un fluid în echilibru se află în repaus faŃă de un reper inerŃial legat de 

Pământ. 

Valoarea presiunii este aceeaşi în toate direcŃiile şi presiunea se 

transmite cu aceeaşi intensitate în tot fluidul dacă forŃele masice sunt mult 

mai mici decât forŃele de presiune. Această afirmaŃie constituie principiul lui 

Pascal şi a fost confirmat experimental. 

Pentru a deduce ecuaŃia generală a staticii fluidelor, se consideră un 

element de volum dV dintr-un fluid în echilibru (fig. 4.1). Asupra lui 

acŃionează forŃele determinate de presiunea fluidului exterior, xx FF
rr
′d,d  şi 

greutatea proprie a elementului de fluid, xG
r

d . Presiunile F
r

d  pe aria laterală 

se anulează reciproc două câte două. CondiŃia de echilibru este:  

0ddd =+′− xxx GFF
rrr

 

 

 

Figura 4.1 

Făcând proiecŃia pe axa Ox  se obŃine: 

0ddd =+′− xxx GFF  

( ) 0ddddd =ρ++− xSgSppSp x . 

Dacă se consideră că,  ( )zyxpp ,,=  se scrie: 

zyx g
z

p
g

y

p
g

x

p ρ=
∂
∂ρ=

∂
∂ρ=

∂
∂

;;  

Prin înmulŃirea acestor relaŃii cu versorii corespunzători şi însumarea 

lor se obŃine ecuaŃia generală a staticii fluidelor.  
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gp
rρ=grad . (4.1) 

gz
ppp 0

0

0 exp

ρ
−

⋅= . (4.2) 

AplicaŃiile acestor principii ale staticii fluidelor sunt: determinarea 

densităŃii corpurilor, stabilirea condiŃiilor de plutire, măsurarea presiunilor, 

determinarea forŃelor hidrostatice, presa hidraulică, ridicător hidraulic, 

acumulator hidraulic etc. 

 

4.2. Dinamica fluidelor reale 

 

Fluidele reale sunt compresibile şi vâscoase. De aceea apar forŃe 

tangenŃiale, numite forŃe de viscozitate, care se opun alunecării relative a 

straturilor vecine de fluid. Curgerea laminară a fluidelor reale prin conducte 

Se consideră o conductă orizontală de secŃiune circulară constantă prin 

care se deplasează un fluid real, în mişcare laminară. Coaxial cu conducta se 

află un tub de curent cilindric, de rază variabilă r  şi de lungime ι  (fig. 4.2).  

 

 

Figura 4.2 

Asupra bazelor acestui tub acŃionează forŃele determinate de presiunile 

1p  şi 2p . Pe suprafaŃa laterală a tubului de curent se exercită forŃele de 

frecare internă. RelaŃia de echilibru pentru cazul dat este: 

( ) rl
r

v
rpp 2π

d

d2
21 η−=π− . (4.3) 

S-a avut în vedere că mişcarea fluidului are o simetrie axială, adică 

( )rx,νν = . Din (4.3) se obŃine: 

 

( )22

4
rR

l

p
v −

η
∆= . (4.4) 
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Într-o curgere laminară printr-o conductă orizontală, de secŃiune 

circulară constantă, viteza este distribuită sub forma unui paraboloid de 

rotaŃie. 

Viteza fluidului are valoarea maximă în axul conductei: 

l

Rp
v

πη
⋅∆=

4

2

max  

Viteza medie a fluidului se poate determina cu ajutorul schemei 

prezentate în figura 4.5. Considerăm o secŃiune inelară de grosime dr , situată 

la distanŃa r  faŃă de axa conductei. Pentru aceasta, viteza v este aproximativ 

constantă, iar debitul volumic elementar este: 

 

rrvSvQv d2πdd ⋅⋅== . (4.5) 
 
 

 
Figura 4.3 

 

Debitul volumic total se obŃine prin integrarea relaŃiei (4.4.), adică: 

4

0 8

π
d2π R

l

p
rvrQ

R

v ∫ η
∆== . (4.6) 

RelaŃia (4.6) se numeşte legea lui Poiseuille şi arată că debitul volumic 

este proporŃional cu diferenŃa de presiune pe unitatea de lungime a conductei 

şi cu puterea a patra a razei conductei. 

 

4.3. Teoria cinetico-moleculară a gazelor 

4.3.1. Gaze reale 

Van der Waals, luând în considerare volumul propriu al moleculelor 

de gaz şi forŃele de interacŃiune dintre molecule, a introdus două corecŃii în 
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ecuaŃia de stare a gazelor ideale, pentru ca acestea să descrie comportarea 

gazelor reale. 

Dacă asupra gazului real se exercită din exterior presiunea p, atunci 

ecuaŃia Van der Waals pentru un kilomol de gaz are forma: 

( ) RTbV
V

a
p M

M

=−









+

2 , (4.7) 

unde MV  este volumul unui kilomol de gaz. CorecŃia 
2

MV

a
este presiunea 

internă cauzată de forŃele de coeziune dintre molecule. Această presiune se 

adaugă la presiunea externă motiv pentru care gazele reale sunt mai 

compresibile decât gazele ideale. CorecŃia b  ia în considerare volumul 

propriu al moleculelor şi de aceea se numeşte covolum. Considerând că 

moleculele gazului sunt sfere elastice, rezultă că volumul în care se 

deplasează fiecare moleculă este egal cu volumul spaŃiului dintre molecule. 

CorecŃia b  arată că gazele reale nu pot fi comprimate până la anularea 

volumului. Constantele a  şi b  au valori dependente de natura gazului şi se 

determină experimental. 

EcuaŃia de stare pentru ν  kilomoli de gaz care ocupă, volumul 

MVV ν= , este: 

( ) TV
V

p Rb
a
2

2

ν=ν−








 ν+ . (4.8) 

EcuaŃia scrisă pentru CT  şi Cp , are forma: 

0
baa

b 23 =⋅−++







+−

C
M

C
M

C

C
M p

V
p

V
p

RT
V . (4.9) 

32 ba
;3

a
;3b MC

C
MC

C
MC

C

C V
p

V
p

V
p

RT =⋅==+  

Parametrii de stare critici, în funcŃie de corecŃiile a  şi b , adică: 

Rb27

a8
;

27

a
;b3

2 ⋅
=== CCMC T

b
pV . (4.10) 

Înlocuind în expresia lui CT   pe 23a MCCVp=  şi pe 
3

b MCV=  rezultă:  
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CMCC TVp R
8

3=  (4.11) 

care reprezintă ecuaŃia de stare pentru punctul critic scrisă pentru 

kilomol1=ν  de gaz. 

În punctul critic, căruia îi corespund parametrii critici, coexistă faza 

lichidă şi faza gazoasă fără să existe o deosebire între ele. Prin fază se 

înŃelege una din părŃile omogene (gazoasă, lichidă sau solidă), ale unui sistem 

eterogen, care se poate separa de restul sistemului prin metode fizice. 

Dacă se reprezintă grafic o izotermă Van der Waals pentru o 

temperatură mai mică decât cea critică, se obŃine curba ABCDEFG din  

figura 4.4 şi se observă că pentru presiunea p1 există trei rădăcini distincte: 

21
, MM VV  şi 

3MV .  

 

Figura 4.4 

În cazul în care într-un corp de pompă, gradat în unităŃi de volum şi 

pus în legătură cu un manometru se introduce un gaz supus la o comprimare 

izotermă se constată că se obŃine curba experimentală GFBA şi anume: pe 

porŃiunea GF , în corpul de pompă există gaz, pentru palierul FB  gazul 

începe să se lichefieze, iar în B întreaga cantitate de gaz este lichefiată. 

Lichidele fiind foarte puŃin compresibile, pentru a le comprima în continuare, 

este necesară o presiune mare. 

Curbele experimentale, obŃinute de Andrews (fig.4.5), 

corespunzătoare bioxidului de carbon prezintă izoterma critică şi curba 
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punctată, numită curbă de saturaŃie care delimitează patru zone: I-gaz; II-

vapori; III-vapori saturanŃi şi lichid; IV-lichid. 

 

 

Figura 4.5 

 

Punctul critic este un punct de inflexiune a izotermei în care tangenta 

la curbă este orizontală. Folosind expresiile (4.10) se găsesc constantele a, b 

şi R în funcŃie de parametrii critici. 

C

MC
MCC T

V
Vp

27b
a8

R;
3

b;3a 2 === . (4.12) 

Înlocuind aceste valori în relaŃia (4.7), prin simplificări şi înmulŃire cu 

MCCVp

3
‚ rezultă expresia: 
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. (4.13) 

Valorile parametrilor de stare sunt: presiunea redusă, volumul redus şi 

respectiv, temperatura redusă: 

CMC

M

C T

T

V

V

p

p =θ=ϕ=π ;; . (4.14) 

Din relaŃiile (4.11) şi (4.12) rezultă ecuaŃia Van der Waals în mărimi 

reduse: 

( )( ) θ=−ϕϕ+π − 8133 2 . (4.15) 
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Se constată că ecuaŃia redusă nu conŃine constante caracteristice 

gazului.  

AplicaŃii 

4.1. Un corp de masă m porneşte din repaus într-un fluid vâscos cu 

factorul de rezistenŃă r. Să se afle : 

a) expresia vitezei corpului în dependenŃa: v =f (t); 

b) expresia legii de mişcare în dependenta z=f(t) considerând 

originea axei în punctul de plecare;  

c) viteza de disipaŃie a energiei de la mobil spre mediul de mişcare.  

 

Rezolvare: 

a) rvmg
t

v
m −=

d

d
, de unde explicitam dt: 

v
rvmg

m
t dd

−
= . 

Integrând se obŃine: Cln)ln( +−−= rvmg
r

m
t  

La to=0 ; vo=0, => C=g 
















−−= t
m

r

r

mg
v exp1  

Pentru t→∞ , 0exp →






− t
m

r
 şi: 

r

mg
vv limt

==
∞→

 , atinsă când :   vrgm
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b) ∫ 
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−+==⇒= t t
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tvzv
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0 expd

d

d
 ecuaŃie valabilă pe 

durata regimului tranzitoriu. 

c) ;d)(d tvFUT ⋅⋅=+ rr
 )( vF

rr
↑↓ , deci: 
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Pentru t→∞ ,  






− t
m

r
exp →0 şi deci: 

lim

22

d

d
vmg

r

gm

t

W ⋅−=−= .  

Pentru t foarte mare T=ct. iar  QU =∆ , 

Q - cantitate de căldură preluată de mediu de la mobil. 

 

4.2. Pe un cărucior se află un vas cilindric plin cu apă, înălŃimea apei 

din vas fiind 1 m . Vasul este prevăzut în părŃi opuse cu două robinete având 

secŃiunea s = 10 cm2 fiecare. Primul este situat la fundul vasului, iar celalalt 

la 25 cm faŃă de fundul vasului. Ce forŃă trebuie aplicată căruciorului şi în ce 

sens trebuie ea orientată pentru ca el să rămână nemişcat, atunci când se 

deschid ambele robinete. 

R: F = 5N 

4.3.  Un vas cilindric deschis are diametrul de 10 cm. La fundul 

vasului în mijloc, se practică un orificiu de suprafaŃă 1cm2. Se toarnă apă în 

vas, cu un debit constant de 1,4ּ10-4 m3ּs-1. 

a)  La ce înălŃime se va stabili nivelul apei în vas? 

b) Odată atinsă înălŃimea stabilită la punctul anterior, se opreşte 

turnarea apei. În cât timp se va goli vasul? 

R: a) h = 10-1m ;  b) t = 11s. 

4.4.  Într-un vas, aşezat pe pământ, se află apa până la înălŃimea de 2 m faŃă 

de fundul vasului. La ce înălŃime trebuie găurit peretele vasului pentru ca apa ce ar 

această Ńâşni prin orificiu să atingă pământul la maximum de distanŃă? Cât de mare 

este distanŃă? 

R: h = 1m ;  x = 2m. 

 
TEST DE AUTOEVALUARE I 

 

1.O barcă cu motor parcurge o distanŃă pe un râu în sensul curgerii apei 

în  iar un colac de salvare în  Barca parcurge acelaşi drum în 

sens invers curgerii râului în: 
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a) 1h;  b) 2h;  c) 3h;  d) 4h;  e) 5h; f) 6h. 

 

2.Un corp parcurge o mişcare conform legii:  unde  

se măsoară în metrii şi timpul în secunde. După primele  viteza medie 

a corpului este egală cu: 

a) 0; b) 1m/s; c) 2m/s; d) 3m/s; e) 4m/s; f) 5m/s. 

 

3. O minge este lansată vertical în sus cu viteza iniŃială . 

Dacă mingea pierde jumătate din energia sa prin ciocnirea cu solul, înălŃimea 

la care ajunge mingea după prima ciocnire, cunoscându-se  este 

egală cu: 

a) 80m; b) 70m; c) 60m; d) 50m; e) 40m; f) 30m. 

 

4. Un corp cu masa este aruncat de jos în sus pe verticală 

cu viteza iniŃială  În acelaşi moment, de la înălŃimea maximă la 

care ajunge primul corp, este lăsat să cadă liber un al doilea corp de masă 

 Cele două corpuri se ciocnesc plastic şi îşi continuă mişcarea ca 

un singur corp. Viteza cu care corpul nou format atinge solul este egală cu: 

a) 25m/s; b) 30m/s; c) 35m/s; d) 40m/s; e) 45m/s; f) 50m/s. 

 

5. Un corp de masă  coboară pe un plan înclinat cu 

unghiul  cu planul orizontal cu frecare  pornind din vârful 

planului înclinat cu viteza  şi ajungând la baza planului în  

La baza planului corpul loveşte un resort cu masă neglijabilă şi constantă 

elastică  aşezat pe planul orizontal. Resortul împreună cu corpul 

formează un oscilator armonic orizontal. Se cunoaşte . Amplitudinea 

oscilaŃiilor este egală cu: 

a) 0,06m;  b)  0,12m;  c)  0,18m;  d)  0,24m;  e)  0,3m;  f)  0,36m. 
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6. EcuaŃia mişcării oscilatorii a unui punct material este 

 AcceleraŃia maximă a mişcării este: 

; b  ; c) ; d) ; e) ;f) . 

 

7. Un punct material oscilează după legea . 

Raportul dintre energiile cinetică şi potenŃială ale punctului material la 

momentul  este egal cu: 

a) 0; b)  1; c)  2; d)  3; e)  4; f)  5. 

 

8. Un punct material de masă  oscilează în jurul poziŃiei sale 

de echilibru după ecuaŃia  Când trece prin poziŃia 

de elongaŃie maximă, punctul material loveşte o bilă cu masa , 

transmiŃîndu-i întraga energie. Viteza bilei în urma impactului este egală cu: 

a) 5 m/s; b) 10 m/s; c) 15 m/s; d) 20 m/s; e) 25 m/s; f) 30 m/s. 

 

9. Un corp este lansat vertical în jos de la înălŃimea  cu 

viteza iniŃială . ÎnălŃimea h la care energia sa cinetică este de n=4 ori 

mai mare decât energia sa potenŃială, dacă se ia , este egală cu: 

a) 1m; b) 1,8m; c) 2,25m; d) 2,7m; e) 3m; f) 5m. 

 

10. Energia cinetică a unui punct material de masă care 

oscilează armonic cu amplitudinea şi frecvenŃa  Hz când se 

află la distanŃa  de poziŃia de echilibru este egală cu: 

a)  b)  c)  d)  e)  f)  

SoluŃiile testului sunt la pagina 202. 
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MODULUL II 
 

  OBIECTIVELE MODULULUI II 

• Termodinamica fenomenologică are avantajul că folosind un număr 

mic de parametrii, poate determina starea unui sistem, precum şi 

evoluŃia sa în timp, dintr-o stare de echilibru în altă stare de echilibru. 

• Termodinamica statistică, pentru a scoate în evidenŃă natura 

fenomenelor termice, Ńine seama de structura moleculară şi de 

mecanismul proceselor la scară microscopică. 
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MODULUL II 

5. TERMODINAMICA  

5.1. Principiul zero al termodinamicii 

Temperatura este o mărime fizică ce caracterizează starea sistemului 

termodinamic împreună cu ceilalŃi parametri de stare. Ea a fost introdusă de 

Maxwell în 1891 prin formularea următorului postulat: două sisteme aflate în 

echilibru termic cu un al treilea simultan sau succesiv, se află în echilibru 

termic între ele. Acest postulat mai este cunoscut sub numele de principiul de 

zero al termodinamicii. 

Scara de temperatură absolută are avantajul că este independentă de 

natura substanŃei de lucru, adică a substanŃei termometrice. Intervalul de un 

Kelvin este egal cu gradul Celsius, iar relaŃia dintre valorile temperaturilor 

măsurabile în cele două scări este 15,273CtTK += o  de unde rezultă că 

punctul triplu al apei corespunde la temperatura de C0o . 

 

5.2. Principiul întâi al termodinamicii 

 

În modul cel mai general, primul principiu exprimă conservarea 

energiei sub forma: “fiecare cantitate de energie de un fel îşi are echivalentul 

într-o cantitate de energie de alt fel, astfel încât suma algebrică a tuturor 

energiilor care intervin în transformare să fie nulă”.  Conform principiului 

întâi al termodinamicii căldura transmisă unui sistem termodinamic închis 

serveşte parŃial la variaŃia energiei interne a sistemului, iar restul, la 

efectuarea de lucru mecanic, adică: 

LUQ +∆= . (5.1) 

Lucrul mecanic şi căldura, depinzând de caracterul procesului, sunt 

mărimi de proces şi deci nu admit diferenŃiale totale exacte. Mărimea LQ −  

este o diferenŃială totală exactă. La variaŃii foarte mici ale mărimilor Q, L şi 

U, expresia este: 

LUQ δdδ += . (5.2) 
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Prin δ  s-a notat variaŃia elementară a unei mărimi care nu este 

diferenŃială totală exactă. 

AplicaŃii ale principiului întâi a termodinamicii la gazele perfecte. 

Procese politrope. InformaŃii preŃioase legate de transformările proceselor 

termodinamice se obŃin cu ajutorul principiului întâi al termodinamicii. 

Pentru rezolvarea problemelor teoretice şi practice, se studiază procesele în 

care unul din parametrii de stare rămâne constant în timpul transformării. 

Procesele politrope au drept cazuri particulare procesele adiabatice, 

izoterme, izocore şi izobare. 

Procesul politrop este procesul care are loc când capacitatea calorică 

este menŃinută constantă. Toate procesele politrope sunt cvasistatice şi 

reversibile. 

Dacă termenul ( ) 0/ =∂∂ TVU , deoarece forŃele de interacŃiune sunt 

considerate egale cu zero, la gazele perfecte, se obŃine:  

T

V
pCC V d

d+= . (5.3) 

 

( ) VpTCC v dd =− . (5.4) 

Introducând relaŃia: 

TpVVp Rddd =+ , (5.5) 

obŃinută prin diferenŃierea ecuaŃiei de stare, scrisă pentru un mol de gaz, în 

relaŃia (5.4), se obŃine: 

0
dd =+⋅

−
−

p

p

V

V

CC

CC

V

p . (5.6) 

Coeficientul adimensional: 

V

p

CC

CC
n

−
−

= , (5.7) 

se numeşte exponent politropic. 

.lnln constpVn =+⋅   

sau: 

.constpVn =  (5.8) 
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Diferitele valori particulare ale exponentului politrop conduc la 

întreaga gamă de procese politrope posibile. Astfel, 0=n  corespunde unui 

proces izobar ( )constp = , 1=n  corespunde unui proces izoterm 

( )constpV = , 
V

p

C

C
n == γ  corespunde unui proces adiabatic ( ).constpV =γ , 

iar ±∞=n  corespunde unui proces izocor ( )constV = . 

Procesul adiabatic este considerat ca fiind acela în cursul căruia 

sistemul nu schimbă căldură cu exteriorul, adică: 0=δQ . În acest caz din 

expresia principiului întâi al termodinamicii rezultă: 

VpU dd ⋅=− , (5.9) 

adică, lucrul mecanic furnizat de sistem se face numai pe seama energiei sale 

interne Din relaŃiile TCU V dd ⋅=  şi (5.9) rezultă: 

0dd =+ VpTCV . (5.10) 

Expresia reprezintă forma diferenŃială a legii unui proces adiabatic; 

pentru a obŃine forma integrală, se introduce relaŃia (5.5) şi (5.10),  

obŃinându-se: 

( ) 0ddR =⋅+⋅+ pVCVpC VV . (5.11) 

Având în vedere relaŃia lui Robert Mayer, prin împărŃirea ecuaŃiei 

(5.11) cu pVCV , se obŃine: 

,0
dd =+γ
p

p

V

V
 (5.12) 

unde Vp CC=γ  este coeficientul adiabatic. 

Prin integrarea ecuaŃiei (5.12) rezultă: 

.,lnln constpV =+γ  (5.13) 

sau .constpV =γ  

Folosind legea gazelor perfecte, ecuaŃia (5.13) se mai poate scrie şi 

sub forma: 

.1 constVT =⋅ −γ . (5.14) 

EcuaŃia care descrie transformarea adiabatică este cunoscută sub 

denumirea de ecuaŃia lui Poisson. 
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Lucrul mecanic într-o transformare adiabatică este: 

( ),dd 21

2

1

2

1
12 TTCTCVpL V

T

T
V

V

V
−=∫−=∫ ⋅=  (5.15) 

sau având în vedere că: ,
1

R
R

R
R

−γ
=

−
==

Vp

VV
V CC

CC
C rezultă: 

( )2112 1

R
TTL −

−γ
= . (5.16) 

 

Procesul izoterm se caracterizează prin aceea că se desfăşoară la 

constT = ., adică 0=dT . Pentru gazul ideal energia internă constU = . sau 

0=dU . Din expresia principiului întâi al termodinamicii rezultă că: 

VpQ d⋅=δ   şi prin urmare, căldura furnizată sistemului este transformată în 

lucru mecanic. Valoarea lucrului mecanic între două stări corespunzătoare 

volumului 1V  şi 2V  este:   
V

V
T

m
VpL

V

V

V

V

d
Rd

2

1

2

1
12 ∫ ∫ µ

=⋅=    sau 

.lnRlnR
2

1

1

2
12 p

p
T

m

V

V
T

m
L

µ
=

µ
=  (5.17) 

 

De remarcat că într-un sistem de axe (p, V), curba adiabatei este mai 

înclinată decât izoterma. În plus, se constată că atât la destindere, cât şi la 

comprimare, transformarea izotermă este mai avantajoasă, deoarece în primul 

caz se obŃine un lucru mecanic mai mare, iar în al doilea caz, se cheltuieşte 

un lucru mecanic mai mic decât la transformarea adiabatică (fig. 5.1).  

 

Figura 5.1 
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Capacitatea calorică a sistemului care realizează o transformare 

izotermă fiind infinită, înseamnă că pentru a-i modifica temperatura cu T∆ , 

ar trebui o căldură infinită. 

Un sistem care-şi păstrează temperatura iniŃială constantă, indiferent 

de temperatura sistemului cu care vine în contact, se numeşte termostat. 

Procesul izocor se caracterizează prin aceea că se desfăşoară la volum 

constant. Din expresia principiului întâi al termodinamicii rezultă: 

UQ dd =  

sau 

,1212 UUQ −=  

adică schimbul de căldură cu mediul exterior conduce la variaŃia energiei 

interne a sistemului. 

Din relaŃia TCU V dd ⋅=  se obŃine: 

∫−−=
2

1
1212 d

T

T
V TCUUQ  

şi deci căldura schimbată de sistem în transformarea izocoră este: 

( )1212 TTCQ vV −=  (5.18) 

Dacă 12 TT > , sistemul primeşte căldură ( )0>∆Q ; dacă 12 TT > , 

sistemul cedează căldura ( )0<∆Q . 

Procesul izobar se produce la presiune constantă. Ca exemplu de 

proces izobar se poate da procesul de distilare a apei: încălzirea, fierberea şi 

condensarea apei au loc toate la aceeaşi presiune. 

Conform principiului întâi al termodinamicii (5.4), căldura primită de 

sistem este: 

VpUQp dd +=δ . (5.19) 

Întrucât p = const., rezultă  pdV = d(pV) şi deci 

( )pVUQp +=δ d  

de unde, prin integrare, se obŃine: 

( )121212 VVpUUQp −+−=  

Notând cu: 
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pVUH += , (5.20) 

rezultă: 

1212 HHQp −= , (5.21) 

ceea ce arată că în acest proces, căldura primită de sistem serveşte exclusiv 

pentru mărirea cantităŃii H, numită entalpie. Această mărime este o funcŃie de 

stare deoarece este suma a doi termeni: energia internă care este o funcŃie de 

stare şi produsul pV a două variabile de stare. 

Entalpia H joacă în procesele izobare acelaşi rol pe care îl joacă 

energia internă U în procesele izocore. 

 

AplicaŃii 

 

5.1. Un cilindru de volum  conŃine gaz ideal la presiunea 
=2,5  şi temperatura =300K. Care este volumul şi temperatura 

gazului dacă presiunea: 
 

a) se dublează lent; 
b) se dublează brusc. 

 
Rezolvare: 

a) Dacă presiunea se dublează lent, procesul este izoterm: 
=300K =7,5l. 

b) Dacă presiunea se dublează brusc, procesul este adiabatic: 

cu . 
 

Considerăm că gazul este biatomic: 

      
 
5.2. Să se determine expresia diferenŃei  pentru gazul van der 

Waals. 
 
Rezolvare:  
EcuaŃia de stare a gazului van der Waals este: 

 

unde:  - presiunea de contact, de coeziune; 

  - covolumul, volumul propriu al moleculelor. 
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Din principiul I al termodinamicii: 

, 
de unde obŃinem pentru căldura molară la presiune constant: 

 
Se diferenŃiază ecuaŃia de stare şi se obŃine: 

  , 
ce constituie relaŃia lui Robert-Mayer pentru gazul van der Waals. 
 

 
 5.3.  O cantitate Hekmol1=ν , primeşte o cantitate de căldura 

J2470=Q  pentru a se destinde izoterm de la volumul 3
1 3mV =  la volumul 

3
2 6mV = . Să se determine temperatura gazului, considerând că acesta se 

supune ecuaŃiei Van der Waals. 

 

5.4.  Să se găsească ecuaŃia procesului adiabatic pentru un gaz care se 

supune ecuaŃiei Van der Waas, presupunând CV = const. 

R: T(V - νb)γ - 1 = const. 

 

5.5.  Un mol de gaz biatomic aflat la temperatura 300 K, se dilată 

adiabatic, în starea finală volumul fiind de trei ori mai mare decât în starea 

iniŃială. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat prin dilatare şi variaŃia 

energiei interne a gazului. 

R: L = 2,2⋅103 J;  ∆U = -2,2⋅103 J. 

 

5.6.  O cantitate ν = 2 kmoli He, primeşte o cantitate de căldură Q = 

3473,6 J pentru a se destinde izoterm de la volumul V1 = 4 m3 la V2 = 8 m3. Să 

se determine temperatura gazului, considerând că acesta se supune ecuaŃiei 

Van de Waals. 

R: T = 300 K. 
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5.3. Principiul al doilea al termodinamicii 

 
Fenomenele naturale se desfăşoară de la sine, întotdeauna într-un sens 

bine determinat, atât timp cât nu apare vreo intervenŃie din exterior.  

Un sistem care iniŃial nu se află într-o stare de echilibru (de exemplu, 

conŃine gradienŃi de concentraŃie, presiune, temperatură etc.) suferă 

întotdeauna o transformare într-un sens bine determinat – către starea de 

echilibru – deşi transformarea inversă nu este interzisă de legea conservării 

energiei. Procesele reversibile sunt cazuri ideale ale proceselor reale şi pot fi 

realizate în condiŃii speciale. 

În general, procesele reale sunt ireversibile. Principiul al doilea al 

termodinamicii în formularea dată de Clausius este: căldura nu poate trece de 

la sine de la un corp mai rece la unul mai cald. 

Kelvin a dat principiului al doilea al termodinamicii altă formulare: un 

proces, al cărui singur efect este transformarea completă a căldurii în lucru 

mecanic, nu se poate realiza. Transformarea completă a căldurii în lucru 

mecanic se poate realiza practic într-o destindere izotermă a unui gaz, dar 

acesta nu este singurul efect, deoarece după destindere, gazul ocupă un volum 

mai mare. 

O formulare mai generală a principiului al doilea al termodinamicii 

introduce un concept nou, entropia (care permite formularea unui criteriu 

cantitativ pentru sensul de desfăşurare a proceselor naturale) prin relaŃia: 

T

Q
S

δ≥d  

unde Qδ  reprezintă căldură reversibilă schimbată de sistem cu mediul 

exterior. 

O deosebită importanŃă o are ideea lui Boltzmann de a lega entropia, 

care este un concept microscopic – de proprietăŃile microscopice ale 

sistemului. O stare macroscopică dată a unui sistem poate corespunde la un 

număr foarte mare de stări microscopice. Starea microscopică a unui sistem 

se schimbă necontenit în timp; de exemplu, starea microscopică a unui gaz se 

schimbă în timp datorită ciocnirilor moleculelor şi redistribuirii vitezelor. 
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Numărul de stări microscopice care corespund stării de echilibru a 

sistemului este mult mai mare decât în orice altă stare de neechilibru. 

Probabilitatea ca sistemul (izolat) să sufere schimbări însemnate este 

foarte mică. De exemplu, este foarte puŃin probabilă schimbarea în urma 

căreia moleculele unui gaz s-ar aduna – de la sine – numai într-o jumătate din 

volumul ocupat de gaz. Starea în care moleculele ocupă întregul vas este mai 

puŃin ordonată decât starea în care moleculele ocupă numai jumătate din vas. 

Entropia stării unui sistem este o măsură cantitativă a gradului de 

dezordine al acelei stări, în sensul că starea cu cea mai mare dezordine este 

cea cu entropia mai mare. Entropia este o funcŃie de stare a unui sistem 

deoarece variaŃia entropiei, la trecerea unui sistem dintr-o stare în alta, nu 

depinde de drumul urmat de sistem între cele două stări. Ea caracterizează 

sensul de desfăşurare a proceselor în natură. 

Pentru a găsi condiŃia de echilibru a unui sistem macroscopic este 

necesar să se considere legătura între descrierea stărilor macroscopice ale 

acestuia, adică între microstări şi microstări. Pentru  simplitate se consideră 

un sistem compus dintr-un singur fel de particule, al căror număr este N . 

În cazul unui sistem izolat în echilibru, o stare microscopică a sa este 

complet determinată de energia sa W , de volumul V  ocupat de sistem şi 

numărul de particule N din care este format sistemul. Dacă sistemul se află 

într-o stare de neechilibru, sunt necesare şi alte mărimi macroscopice care 

determină forŃele exterioare (de exemplu, intensitatea unui câmp electric ce 

acŃionează asupra sistemului). Aceste mărimi suplimentare se vor nota în cele 

ce urmează prin simbolul comun x, iar o macrostare este specificată prin 

( )xNVW ,,, . 

În cadrul fizicii clasice se consideră că microstările formează o 

mulŃime infinită nenumărabilă (sau un continuum). Evaluarea numărului lor 

este dificilă. 

Conform mecanicii cuantice, microstările nu formează un continuum, 

ci o mulŃime discretă. 

Numărul de microstări corespunzătoare unei macrostări determinate 

de parametrii VW,  şi x  şi care are energia cuprinsă în intervalul W  şi 
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WW δ+  se numeşte ponderea statistică a stării macroscopice considerate sau 

probabilitate termodinamică şi se va nota prin ( )xNVW ,,,Ω .Toate 

microstările unui sistem izolat, compatibile cu anumite valori fixate ale 

mărimilor NVW ,,  sunt la fel de probabile. Din postulatul formulat anterior 

rezultă că probabilitatea ca un sistem să se afle într-o macrostare ( )xNVW ,,,   

este proporŃională cu ponderea statistică ( )xNVW ,,,Ω . 

În ceea ce priveşte starea de echilibru a unui sistem – care corespunde 

unei anumite valori a lui x  – se introduce un nou postulat: starea de echilibru 

corespunde la acea valoare a lui x  pentru care ponderea statistică 

( )xNVW ,,,Ω  atinge valoarea maximă, parametrii ,,VW  şi N  fiind fixaŃi. 

În locul ponderii statistice este mai util să se introducă entropia ca o 

măsură a dezordinii unui sistem aflat într-o macrostare dată. Entropia unui 

sistem care se află în macrostarea ( )xNVW ,,,  se defineşte prin relaŃia  

lui Boltzmann: 

( ) ( )xNVWkxNVWS ,,,ln,,, Ω⋅= , (5.22) 

unde k este constanta lui Boltzmann. 

Pe baza relaŃiei (5.22) poate formula principiul al doilea al 

termodinamicii cu ajutorul entropiei. Postulatul conform căruia ponderea 

statistică (probabilitatea termodinamică) a unui sistem izolat atinge valoarea 

maximă în starea de echilibru, poate fi enunŃat şi astfel: în timpul proceselor 

naturale, entropia unui sistem izolat creşte, atingând valoarea maximă în 

starea de echilibru. 

În cazul unui proces reversibil (ideal), sistemul izolat trece printr-un 

şir de stări de echilibru, astfel încât numărul de microstări corespunzător 

acestei macrostări rămâne neschimbat. Deci, în timpul proceselor reversibile, 

entropia unui sistem izolat rămâne constantă. Aceste concluzii pot fi 

exprimate prin relaŃia: 

0≥∆S , (5.23) 

unde, S∆  este variaŃia entropiei sistemului izolat considerat în decursul unui 

proces, semnul „>”referindu-se la procesele naturale (ireversibile), iar semnul 
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egal la procesele reversibile (ideale). RelaŃia (5.23)constituie legea entropiei, 

dar care reprezintă şi cea mai generală formă a principiului al doilea al 

termodinamicii, dat pentru prima dată de Clausius prin introducerea entropiei 

pe cale empirică. Sensul fizic al entropiei a devenit mai clar numai după ce 

Boltzmann a legat entropia de ponderea statistică a stării. 

Principiul al doilea al termodinamicii poate fi enunŃat şi sub forma 

imposibilităŃii realizării unui perpetuum mobile de speŃa a doua, adică a unei 

maşini care ar funcŃiona pe seama energiei interne a unui singur rezervor 

termic. Spre deosebire de perpetuum mobile de speŃa întâi (care ar fi o 

maşină ce ar produce lucrul mecanic – şi deci energie – „din nimic”) a cărui 

imposibilitate rezultă din legea conservării energiei, perpetuum mobile de 

speŃa a doua nu contrazice legea conservării energiei. 

O analiză amănunŃită a rezultatelor obŃinute anterior pe baza 

consideraŃiilor statistice scoate în evidenŃă următoarele concluzii cu privire la 

limitele de aplicabilitate ale principiului al doilea. 

În primul rând, aceste rezultate sunt obŃinute pe baza metodelor fizicii 

statisticii şi a teoriei probabilităŃilor. De aceea şi rezultatul final 0≥∆S  

poartă un caracter probabilistic. Inegalitatea 0≥∆S  arată că cea mai 

probabilă variaŃie a entropiei unui sistem este creşterea sa. 

Ca şi toate celelalte rezultate ale fizicii statistice, al doilea principiu al 

termodinamicii este adevărat cu exactitate până la fluctuaŃii. FluctuaŃiile de 

densitate şi de presiune sunt procese în care probabilitatea şi entropia stării 

pot descreşte.  

În al doilea rând, nu are sens să se aplice legile fizicii statistice si în 

particular, principiul al doilea, 0≥∆S , la un sistem nelimitat cum este 

Universul. O astfel de încercare a fost făcută de Clausius arătând că s-ar 

ajunge la aşa-numita „moarte termică a Universului”. 

 

AplicaŃii 

 
5.7. Să se calculeze variaŃia entropiei unui sistem izolat compus din 

două gaze perfecte în următoarele cazuri: 
a) gazele au temperaturi iniŃiale diferite, iar în final au aceeaşi 

temperatură; 
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b) gazele au iniŃial presiunile p1 şi p2, iar în final ppp 21 =′=′ . 
 Rezolvare: 

a) Pentru   

 
 

 

Pentru :  

 
 

b) ; 
 

⟹  

 
 

;  
 

 
 

 
 
 
5.8.  Să se calculeze variaŃia de entropie a 3,2 g oxigen care se dilată 

izobar până la un volum triplu faŃă de volumul iniŃial. 

R: ∆S = 3,2 J/K. 

 

5.4. Principiul al treilea al termodinamicii 

 

Acest principiu arată că: entropia oricărui sistem, la temperatura de 

zero absolut, este egală cu zero. Această afirmaŃie se poate exprima sub 

forma dată de Planck: 

0lim
0

=
→

S
T

 (5.24) 
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Planck a arătat că teorema lui Nernst este strâns legată de teoria 

cuantică. Conform mecanicii cuantice, stările energetice sunt discrete şi la 

zero absolut, sistemul se va afla în starea cuantică cu energia cea mai joasă 

(starea fundamentală). Aceasta înseamnă că la zero absolut este posibilă o 

singură microstare ( 1=Ω ) şi deci, 0=S . Faptul că energia este discretă nu 

înseamnă că micşorarea entropiei poate fi observată la temperaturi atinse pe 

cale experimentală, deoarece nivelele energetice ale sistemelor macroscopice 

sunt dispuse atât de aproape între ele, încât nu pot fi distinse în experienŃele 

termodinamice. 

Sistemul nu se află în starea cuantică cu energia cea mai joasă, nici la 

cea mai scăzută temperatură atinsa în experienŃele de laborator. 

Teorema lui Nernst poate fi legată de următorul principiu 

fenomenologic: nici un sistem nu poate fi răcit până la temperatura de zero 

absolut. Această consecinŃă a teoremei lui Nernst poate fi luată drept o 

formulare a principiu1ui al treilea al termodinamicii. 

 

AplicaŃii  

 

5.9.  Să se calculeze variaŃia entropiei unui sistem izolat compus din 

două gaze perfecte în următoarele cazuri: 

a) gazele au temperaturi iniŃial diferite, iar în final au aceeaşi 

temperatura. 

b) gazele au iniŃial presiunile 1p  si 2p  , iar in final ppp =′=′ 21 . 

 

Rezolvare: 

 

a) Pentru 1kmolνν 21 == ; U=CvT+Uo  

( )⇒+=+++ 0mv02v01v UTC2UTCUTC  

2

TT
T 21

m
+=    0v SRlnVlnTCS ++=  

Pentru V=const. => 
21

21 lnln
T

T
C

T

T
CSSS m

v
m

v +=∆+∆=∆  
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











 +==∆
22

21

21 2
ln2ln2

TT

TT
C

TT

T
CS v

m
v >0 

 

b) kmol121 =υ=υ ; TTT == 21 ; 21 pp ≠ ; 21 pp > . 

TTT =′=′ 21  ( )ctU =  

TVp R11 = ;   
f

f p

VP
VTVp 11

11 R =′⇒=′  

TVp R22 = ;  
f

f p

VP
VTVp 22

22 R =′⇒=′  

21

2121

2211
2121 RR

R2R2

p

T

p

T
T

VV

T

VV

VpVp
pVVVV f

+
=

+
=

+
+=⇒′+′=+

21

212

pp

pp
p f +

=  

op SpRTCS +−= lnln  

02lnR2lnRlnRlnR2
21

21

2121 >
















 +

=++−=∆+∆=∆
pp

pp

pppSSS f  

 

 5.10.Un gaz ideal suferă un proces izoterm la temperatura  
Să se determine variaŃia entropiei gazului ideal în decursul acestui process 
dacă variaŃia energiei libere Helmholtz este  

 
 

Rezolvare: 

  
 
5.11. Să se determine variaŃia energiei libere Helmholtz  şi a 

energiei libere Gibbs  , pentru un kilomol de gaz ideal când este încălzit 

de la temperature de  la temperatura de . Volumul constant este 

de 5 .  
 
Rezolvare:  
Se folosesc relaŃiile de definiŃie ale energiei libere Helmholtz,, 

respectiv Gibbs care se scriu sub formă de diferenŃe finite: 
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5.12. Să se determine energia liberă Helmholtz, F, entalpia, H şi 

energia liberă Gibbs, G, pentru un mol de gaz ideal a cărui căldură molară la 
volum constant depinde de temperatură după legea , unde şi 

 sunt constant reale. 
 
Rezolvare: 

VariaŃia elementară a energiei interne este dată de relaŃia: 

 
de unde prin integrare, se obŃine pentru energia liberă: 

      
VariaŃia elementară a entropiei este dată de relaŃia: 

    , 
de unde, prin integrare, se obŃine pentru entropie: 

    . 
Expresiile pentru funcŃiile termodinamice solicitate în problemă sunt: 

• energia liberă Helmholtz: 

 
• entalpia: 

       
• energia liberă Gibbs: 

 

 

5.13.  Să se calculeze variaŃia de entropie care se produce la încălzirea a 

g14  sodiu de la C371
o=t  la C7003

o=t . Se cunosc temperatura de topire: 

( ) KJ/kg6,1184,C5,972 ⋅== sNact o C5,972
o=t  

( ) J/kg10113,KJ/kmol5,1339 3⋅=λ⋅= tlNac  
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TEST DE AUTOEVALUARE II 
 

1. Un compresor, care a fost construit pentru a comprima 

adiabatic aerul , este utilizat pentru a comprima heliu . 

În timpul comprimării, heliul în raport cu aerul : 

a) se încălzeşte; 

b) îşi menŃine temperatura; 

c) se răceşte; 

d) îşi dublează temperatura; 

e) se răceşte cu un grad; 

f) îşi menŃine constantă presiunea. 

 

2. Două vase având volumele  şi  conŃin un gaz ideal la 

presiunea p şi sunt legate printr-un tub de volum neglijabil. IniŃial, cele două 

vase se află la aceeaşi temperatură  . Apoi, vasul  se încălzeşte la 

temperatura  şi ca urmare, raportul dintre presiunea finală a gazului 

şi cea iniŃială este egal cu . Raportul dintre volume  are valoarea: 

a) 1; b)  2; c)  3; d)  4; e)  5; f)  6. 

 

3. Într-o butelie cu volumul  se află oxigen la presiunea 

  şi temperatura  Dispozitivul ataşat la capătul tubului 

lasă să se scurgă gazul cu un debit volumic constant la presiunea 

. Tubul poate fi utilizat timp de 8 ore. Debitul de curgere al 

gazului este egal cu: 

a)  b) ; c) ; d) ; e) ; f) . 

 

4.Un cilindru orizontal cu piston mobil conŃine la volumul  o 

masă  oxigen . Prin comprimare izotermă, 
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densitatea oxigenului creşte cu . Temperatura mediului ambient este 

. Volumul final al oxigenului din cilindru este egal cu: 

a)  b)  c)  d)  e)  f)  

5.Dintr-un balon cu volumul  iese gaz la temperatura mediului 

înconjurător, care rămâne constant. Ca urmare presiunea gazului scade cu 

, iar masa balonului cu gaz scade cu  Densitatea 

gazului la presiune normală este  şi temperatura mediului 

înconjurător are valoarea: 

a) ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) . 

6.Un mol de gaz, aflat la temperatura  şi volumul  se destined 

după legea . Lucrul mechanic efectuat de gaz pentru a-şi dubla 

volumul , cu , este egal cu: 

a) ; 

b) ; 

c) ; 

d) ; 

e) ; 

f) . 

7.Un calorimetru cu capacitatea calorică neglijabilă conŃine 

 apă la temperatura , la care se adaugă  

gheaŃă la temperatura  

. În starea finală, 

în calorimetru se mai găseşte o masă de gheaŃă egală cu: 

a)  b)  c) ; d) ; e)  f)  

SoluŃiile testului sunt la pagina 202. 
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MODULUL III 

6. ELECTROMAGNETISM 

6.1. Electrostatica 

6.1.1. Legea lui Gauss pentru medii omogene 

Se numeşte flux electric printr-o suprafaŃă, o mărime numeric egală 

cu numărul liniilor de câmp care trec prin acea suprafaŃă. Dacă se notează cu 

0Sψ  fluxul electric care străbate normal suprafaŃa 0S  în câmpul uniform de 

intensitate E , rezultă: 

00
SES ⋅=ψ . (6.1) 

Pentru a calcula fluxul electric printr-o suprafaŃă S aşezată înclinat 

faŃă de liniile de câmp (fig. 6.1) se proiectează S pe un plan perpendicular pe 

E
r

 şi se obŃine: 

αcos0 ⋅= SS . 

 

Figura 6.1 

 

Fluxul electric prin 0S  este egal cu fluxul ce străbate suprafaŃa S. 

αψψ cos00
ESESSS ===  (6.2) 

sau  

SES

rr
⋅=ψ , (6.3) 

unde:   nSS
rr

⋅= ;  ( n
r
 — versorul normalei la suprafaŃă). 

În cazul în care câmpul. electric este neuniform ( .constE ≠
r

), fluxul 

electric elementar se defineşte prin relaŃia: 

SE
rr

dd ⋅=ψ , (6.4) 
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în care Sd
r

 este elementul de suprafaŃă pe care E
r

 poate fi considerat 

constant. Prin integrare se determină fluxul total: 

∫ ∫ α⋅=∫ ∫ ⋅=ψ
SS

S SESE cosdd
rr

. (6.5) 

Se consideră suprafaŃa închisă S (fig. 6.2) în interiorul căreia, într-un 

punct oarecare P, se află o sarcină electrică Q. Cu centrul în P se 

construieşte o sferă de rază r, astfel încât toate liniile de câmp ce pleacă de la 

sarcina Q străbat atât suprafaŃa 0S  a sferei cât şi suprafaŃa S . În acest caz 

03
0

030
0

30 444
S

r

Q
dS

r

Q
dSnr

r

Q

SS
SS πε

=∫∫
πε

=∫∫ ⋅⋅
πε

=ψ=ψ rr
, (6.6) 

unde ε  este permitivitatea mediului omogen în care se află sarcina Q. 

 

Figura 6.2 

 

În relaŃia (6.6.) suprafaŃa 2
0 4 rS π=  şi ca urmare rezultă: 

ε
=ψ Q

. (6.7) 

Liniile câmpului electrostatic sunt curbe deschise care pleacă de la 

sarcina pozitivă şi se opresc pe sarcina negativă. Sarcina pozitivă ( )0>Q   

creează un flux pozitiv, 0>ψ  iar sarcina negativă ( )0<Q   creează un flux 

negativ 0<ψ , prin S. 

Fluxul elementar ψd  prin suprafaŃa elementară deschisă S
r

d  (fig. 6.3 

şi fig. 6.3) este pozitiv dacă sensul liniilor de câmp este acelaşi cu al 

vectorului S
r

d  (care are sensul normalei la suprafaŃă) şi negativ dacă sensul 

liniilor de câmp este contrar sensului vectorului S
r

d . 
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Figura 6.3 

 

Figura 6.4 

 

Pentru a determina fluxul electric printr-o suprafaŃă închisă S, creat 

de o sarcină Q situată într-un punct P exterior (fig. 6.5), se construieşte un 

con elementar cu vârful în P , care decupează pe suprafaŃa S  două clemente 

de suprafaŃă Sd  şi S′d . Fluxul electric prin Sd  este egal, în valoare absolută 

cu fluxul prin S′d . Dar, fluxul ψd  este negativ, deoarece el străbate suprafaŃa 

Sd  în sens contrar normalei n
r

 şi deci: 

ψ′−=ψ dd   

sau  

0dd =ψ′+ψ . (6.8) 

 

 

Figura 6.5 

 

Întreaga suprafaŃă S se poate considera ca fiind alcătuită din perechi 

de elemente de suprafaŃă dS şi S′d  construite ca în figura 6.5. Prin fiecare 

pereche de  suprafeŃe elementare, fluxul total este nul. Prin însumarea acestor 

fluxuri elementare se obŃine: 

∫∫ =⋅=ψ
S

SE 0d
rr

. (6.9) 

Fluxul total printr-o suprafaŃă închisă este nul dacă sarcina care 

produce câmpul se află în exteriorul suprafeŃei.  
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RelaŃiile (6.7) şi (6.9) exprimă legea lui Gauss. Fluxul electric printr-o 

suprafaŃă închisă de formă arbitrară numeric este egal cu ε1 , înmulŃit cu 

suma algebrică Q a sarcinilor electrice aflate în interiorul suprafeŃei, este 

egal cu zero când Q este exterior acestei suprafeŃe. 

Dacă sarcina Q este distribuită continuu în spaŃiu, se defineşte o 

densitate volumică ρ  de sarcină: 

V

Q

d

d=ρ , 

unde Qd  este sarcina cuprinsă în elementul de volum dV. Sarcina electrică 

totală este: 

∫ ∫ ∫ρ=
V

VQ d . 

În conformitate cu teorema Green-Ostrogradski, fluxul total satisface 

relaŃia: 

∫∫ ∫ ∫ ∫ ⋅=⋅=ψ
S V

VESE ddivd
rrr

. (6.10) 

Legea lui Gauss este: 

∫ ∫ ∫ρε
=

ε
=∫∫ ∫ ∫ ∫ ⋅=⋅

VS V
V

Q
VESE d

1
ddivd

rrr
, (6.11) 

iar forma locală a legii lui Gauss: 

ε
ρ=E

r
div . (6.12) 

SemnificaŃia fizică a divergenŃei este dată de densitatea volumică a 

sarcinilor electrice.  

6.1.2. Vectorul inducŃie electrică 

Pe feŃele laterale ale dielectricului, introdus între armăturile 

condensatorului apar sarcinile legate de densităŃi superficiale pσ±   

(fig. 6.6). Aceste sarcini produc în interiorul dielectricului un câmp electric, 

orientat în sens contrar câmpului produs de sarcinile libere de pe plăcile 

condensatorului.  
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Sarcina electrică distribuită uniform într-un strat subŃire este numită 

distribuŃie superficială de sarcină. Se consideră o suprafaŃă plană infinită cu o 

densitate superficială de sarcină. Se consideră o suprafaŃă plană infinită cu o 

densitate superficială σ constantă. Din motive de simetrie şi din condiŃia ca 

sarcinile din plan să fie statice, câmpul electric creat de plan are direcŃia 

normală la plan. Se consideră o suprafaŃă gaussiană de formă cilindrică şi de 

secŃiune S, care intersectează perpendicular planul încărcat, (fig.6.6). Fluxul 

electric prin suprafaŃa laterală a cilindrului este egal cu zero deoarece liniile 

de câmp sunt paralele cu această suprafaŃă. Fluxul total este dat de fluxurile 

ψ1 şi ψ2, care străbat cele două baze S1 şi S2 ale cilindrului. 

 

 

Figura 6.6 

 

Pe feŃele laterale ale dielectricului, introdus între armăturile 

condensatorului apar sarcinile legate de densităŃi superficiale ± σp. Aceste 

sarcini produc în interiorul dielectricului un câmp electric, 

0ε
σ

= p
pE . (6.13) 

Câmpul electric total este: 

0
0 ε

σσ p
pEEE

−
=−=  (6.14) 

sau  

EEE P ε=ε=σ=σ+ε 000 , (6.15) 

unde s-a Ńinut seama de relaŃia (6.13) si din relaŃia (6.15) rezultă: 

σ=+ε PE0 . (6.16) 
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Vectorul inducŃie (sau deplasare) electrică este: 

PED
rrr

+ε= 0 . (6.17) 

Din relaŃiile (6.15) şi (6.17) se obŃine: 

ED
rr

ε= . (6.18) 

Gradele de orientare şi de polarizare ale moleculelor sunt 

proporŃionale cu intensitatea E
r

 a câmpului din interiorul dielectricului şi ca 

urmare, vectorul polarizare P
r

 este proporŃional cu vectorul câmp E
r

: 

EP
rr

χε= 0 . (6.19) 

Coeficientul χ  se numeşte susceptivitate electrică şi caracterizează 

mediul din punctul de vedere al gradului său de polarizare sub influenŃa 

câmpului electric. Din relaŃiile (6.17), (6.18) şi (6.19), se obŃine: 

( ) EEEEED r

rrrrrr
εε=ε=χ+ε=χε+ε= 0000 1 , (6.20) 

în care 
χ+=ε 1r . (6.21) 

  

6.1.3. Energia câmpului electric 

Lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea sarcinii Q de la una din 

plăcile condensatorului la cealaltă, în timpul procesului de încărcare a 

acestuia până când diferenŃa de potenŃial dintre plăci devine 21 VVU −= ,  

este măsura energiei condensatorului încărcat. 

Între sarcina Qd  şi tensiunea Ud  dintre plăci există relaŃia:  

UCQ dd = . (6.22) 

Lucrul mecanic Ld  necesar pentru a transporta sarcina Qd  de la o 

placă la cealaltă este: 

QUL dd = , (6.23) 

sau  

UCUL dd = . (6.24) 

Energia condensatorului este: 

QUCUUUCLW
U

2

1

2

1
d 2

0
==∫== . (6.25) 
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Dacă în relaŃia (6.25) se introduc expresiile: 

dEU =  (6.26) 

şi  

CSUQ =ε= d , (6.27) 

se obŃine: 

dSEW ⋅ε= 2
02

1
. (6.28) 

RelaŃia (6.28) exprimă energia condensatorului, în funcŃie de 

intensitatea câmpului electric E. 

Câmpurile constante şi sarcinile care le creează nu pot exista în mod 

independent. Câmpurile variabile în timp pot exista independent de sarcini şi 

se propaga în spaŃiu sub formă de unde electromagnetice. 

ExperienŃa arată că undele electromagnetice transportă energie. 

Purtătorul energiei electrostatice se consideră că este câmpul electric.  

În relaŃia (6.28), dSV =  şi ca urmare expresia se poate scrie sub forma: 

VEW 2
02

1 ε= . (6.29) 

Densitatea volumică de energie este: 

DEE
V

W
w

rr
⋅=ε==

2
1

2
1 2

0 . (6.30) 

AplicaŃii 
 

6.1. Să se calculeze potenŃialul creat de un dipol electric, într-un punct 
a cărui distanŃă r până la dipol este mare faŃă de lungimea l a dipolului. 

 

Rezolvare: 
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6.2. Fie o sferă (în vid) cu raza R0 şi care conŃine o sarcină electrică q 

distribuită uniform cu densitatea superficială 
2
04 R

q

π
σ = . Se cere intensitatea 

câmpului electric şi potenŃialul electric într-un punct P1 exterior sferei (situat 
la distanŃa R1 de centrul sferei) şi într-un punct P2  interior sferei (situat la 
distanŃa R2 de centrul sferei). 

 Aceeaşi întrebare dacă sarcina q este distribuită uniform în sfera de 

rază R0 cu densitatea volumetrică de sarcină 
3
03

4
R

q

π
ρ = . 

Rezolvare: 
 Considerând o suprafaŃă gaussiană de formă sferică cu raza R1 şi 
concentrică cu distribuŃie de sarcină, se poate scrie: 

 

2
10

1
0

2
1111 4

4
R

q
E

q
REdsEdsE

SSe πεε
π =⇒=⋅==⋅=Φ ∫∫  

1010 πε4

σ
πε4

1

R

q

R

ds
V

S
=⋅= ∫  

 
 Pentru un punct din interiorul sferei: 

 

∫ =⇒=⋅=Φ
2

00 22Si EsdE
rr

 

20
2

0
2 44

22
R

q

R

dRq
dREV

RR

i πεπε
==⋅= ∫∫

∞∞

 

 
 Pentru distribuŃia volumetrică de sarcină se găseşte: 

 

2
1

3
0

0

3
02

10
2
10

1
0

2
111 33

4

4

1

4
4

R

R
R

RR

q
E

q
REsdE

Se ε
ρπρ

πεπεε
π ===⇒=⋅=⋅=Φ ∫

rr
 

3
2

00

2
222 3

41
4

2

R
q

REsdE
Si πρ

εε
π =

′
=⋅=⋅=Φ ∫

rr
 

3
0

2

0
2

0
2 43 R

Rq
RE

πεε
ρ ==  

 
6.3.  O sferă cu centrul în O şi de raza R este uniform încărcată 

electric cu o sarcină electrică de densitate volumică p . Să se calculeze 

câmpul în interiorul sferei într-un punct M  aflat la distanŃa Rr < . Să se 

calculeze potenŃialul ( )rV  în aceleaşi condiŃii. 
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Se poate verifica rezultatul, pornind de la continuitatea lui V  pentru 

Rr = . 

R

Q

R

rR
RV

00

3

0

3

443

4

3
)(

πε
=

πε
ρ⋅π=

ε
ρ= . 

 

 

6.2. Electrocinetica 

6.2.1. Legea conservării sarcinilor electrice 

ExperienŃa arată că sarcina electrică este indestructibilă; ea nu poate fi 

creată sau distrusă; sarcinile electrice se pot deplasa doar dintr-un loc în altul, 

dar nu pot apare prin procese obişnuite. Sarcina se conservă.  

Dacă există un curent net spre exteriorul unei suprafeŃe închise (suma 

curenŃilor care ies din suprafaŃă este mai mare decât suma celor care intră), 

cantitatea de sarcină din interior trebuie să descrească cu o valoare 

corespunzătoare. 

∫∫ −=⋅
t

Q
Sdj erior

d

d int
rr

, (6.31) 

în care, ∫ ∫ ∫ρ=
V

erior VQ ,dint  în care V  este volumul (6.31). 

În conformitate cu formula Green-Ostrogradski, relaŃia ∫∫ ⋅=
S

SjI
rr

d  

devine:  

∫∫ ∫ ∫ ∫ ⋅=⋅
S V

VjSj ddivd
rrr

. (6.32) 

Din relaŃia (6.31), ∫∫∫ρ= VQ dint  şi ∫∫∫ ⋅=∫∫ ⋅ VjSj ddivd
rrr

 rezultă: 

( ) 0div =ρ+
∂
ρ∂

v
t

r
 (6.33) 

sau  

0=+
∂
ρ∂

jdiv
t

r
. (6.34) 

RelaŃia exprimă legea conservării sarcinilor electrice şi poartă 

denumirea de ecuaŃia de continuitate a liniilor vectorului densităŃii de curent 

electric. 
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6.2.2. Legea lui Ohm pentru densitatea de curent 

Mi şcarea ordonată, dirijată a electronilor într-un conductor este 

cauzată de câmpul electric care acŃionează asupra fiecărui electron cu forŃa 

EF
rr

e−= . DiferenŃa de potenŃial constantă produce într-un conductor un 

curent I constant. 

Cauza acestui fenomen constă în faptul că în timp ce electronii se 

mişcă într-un metal ei se ciocnesc cu ionii pozitivi din reŃeaua cristalină a 

metalului şi le cedează energia cinetică acumulată în câmpul electric. 

Densitatea de curent j
r

 creată de electronii de concentraŃie N , ce se 

deplasează cu viteza medie v
r

, este: 

( ) vNvNj
rrr

⋅⋅−=−= ee . (6.35) 

Dacă se consideră că imediat după o ciocnire cu ionii reŃelei  

cristaline, electronul are viteza mişcării ordonate : 00 =v
r

 iar apoi în timpul τ  

dintre două ciocniri dobândeşte, sub acŃiunea câmpului E
r

, acceleraŃia: 

,
e

m

E

m

F
a

rr
r −==   

viteza electronului în momentul începerii unei noi ciocniri, este: 

τ⋅−=τ⋅=
m

E
av

r
rr e

max .  

 

 
 

Figura 6.7. 
 

Viteza mediu a mişcării ordonate este:  

 

( )max02
1

vvv
rrr +=   

sau: 
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E
m

Ee
v

r
r

r ⋅=−= µτ
2

, (6.36) 

unde µ  se numeşte mobilitate. 

Înlocuind relaŃia (6.36.) în expresia (6.35.) se obŃine:   

EE
m

N
j

rrr
⋅σ=⋅τ=

2
e2

, (6.37) 

se numeşte conductivitate electrică. Ea creşte cu concentraŃia electronilor de 

conducŃie şi cu timpul dintre două ciocniri şi scade cu masa purtătorilor de 

sarcină. RelaŃia (6.37) se numeşte Legea Iui Ohm pentru densitatea de curent 

sau forma locală (diferenŃială) a legii lui Ohm. 

Din expresia (6.37) rezultă că densitatea de curent dintr-un punct dat 

al unui conductor este în mod unic determinată de intensitatea câmpului din 

acelaşi punct. 

În punctele din mediul conductor unde acŃionează atât forŃele electrice 

potenŃialele cât şi cele imprimate, legea lui Ohm devine: 

( )iEEj
rrr

+=σ . (6.38) 

 

6.3. Magnetostatica 

 

Formula Biot-Savart-Laplace. Biot şi Savart au constatat experimental 

că într-un punct P (fig. 6.8) situat la distanŃa r  de un conductor rectiliniu, 

practic infinit de lung, parcurs de un curent I , apare un câmp magnetic:  

r

I
H

π
=

2
. (6.39) 

 

 

Figura 6.8 

 

Figura 6.9 
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Laplace a generalizat această relaŃie, arătând că un câmp magnetic 

creat de un curent ce străbate un conductor de o formă oarecare poate fi 

exprimat ca suma vectorială (superpoziŃia) a câmpurilor create de porŃiunile 

elementare de conductor. Pentru câmpul magnetic creat de un element de 

conductor de lungime dl (fig. 6.9), respectiv, de un conductor de lungime l, 

Laplace a găsit formulele: 

3

d

4
d

r

rlI
H

rr
r ×⋅

π
=  (6.40) 

sau  

∫
×

π
=

l r

rl
H

3

d

4

1
rr

r
. (6.41) 

unde l
r

d  este vectorul element de lungime a cărui direcŃie coincide cu cea a 

curentului I , iar r
r

 este vectorul ce uneşte elementul de curent cu punctul în 

care se determină H
r

d  sau H
r

. 

6.3.1. Legea circuitului magnetic 

Prin analogie cu relaŃia ∫ ⋅=τ lEi

rr
d  care defineşte tensiunea 

electromotoare, se poate introduce noŃiunea de tensiune magnetomotoare, ca 

fiind circulaŃia vectorului câmp magnetic de-a lungul unei curbe închise: 

∫ ⋅=
c

lHU
rr

dmin . (6.42) 

Se consideră într-un mediu omogen, având permeabilitatea magnetică 

absolută constantă, un contur C  plan, de o formă oarecare, ce înconjură un 

conductor rectiliniu infinit, parcurs de curentul I  (fig. 6.10). Liniile 

câmpului magnetic sunt cercuri concentrice în planul desenului.  

 

Figura 6.10 

 

Figura 6.11 
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ConvenŃional se alege sensul de parcurgere a curbei C  în sensul 

acelor de ceasornic, adică acelaşi sens cu al liniilor de câmp magnetic. Din 

figura 6.10, se observă că: ϕ⋅⋅=⋅=θ⋅⋅=⋅ ddcosdd 0 rHlHlHlH
rr

. 

Luând în considerare relaŃia (6.39.), circulaŃia vectorului H
r

 pe 

conturul C  este: 

IdrHlH
CCC

=∫ ϕ
π

=∫ ϕ⋅⋅=∫ ⋅ d
2
1

d
rr

 (6.43) 

sau  

IlB
C

µ=∫ ⋅
rr

d . (6.44) 

RelaŃiile (6.43) şi (6.52) exprimă legea circuitului magnetic sau legea 

lui Ampère. CirculaŃia vectorului inducŃie magnetică de-a lungul unei curbe 

închise din jurul unui conductor parcurs de curent este proporŃională cu 

intensitatea curentului respectiv. 

Când curba C  înconjură mai mulŃi conductori prin care trec curenŃii . 

nIII ,...., 21 , circulaŃia lui H
r

 este egală cu suma algebrică a curenŃilor: 

∑±=∫ ⋅
=

n

k
k

C
IlH

1
d
rr

.  

Câmpul magnetic creat de curenŃi staŃionari este static, nu depinde de 

timp şi se numeşte câmp magnetostatic. 

Spre deosebire de circulaŃia vectorului câmp e1ectrostatic E
r

, care 

este nulă, circulaŃia H
r

 nu se anulează decât în cazul când conturul C  nu 

cuprinde conductori parcurşi de curent electric. Din relaŃiile ∫∫ ⋅=
S

SjI
rr

d  şi 

(6.43) se obŃine: 

∫ ∫ ⋅=∫ ⋅
ScC

SjlH
rrrr

dd . (6.45) 

Aplicând teorema lui Stokes primului termen al acestei relaŃii, rezultă: 

∫ ∫ ⋅=∫ ∫ ⋅=∫
ScScC

SjSHrotlH
rrrrrr

ddd , (6.46) 



 103

unde Sc este o suprafaŃa care se sprijină pe conturul C . Din expresia (6.46) se 

obŃine: 

jHH
rrr

=×∇=rot  (6.47) 

RelaŃia (6.47) exprimă forma diferenŃială a legii lui Ampère şi pun în 

evidenŃă caracterul rotaŃional al câmpului magnetic.  

Fluxul inducŃiei magnetice. Liniile de inducŃie magnetică se obŃin 

dacă într-un câmp magnetic se trasează curbele care au ca tangentă, în fiecare 

punct vectorul inducŃie magnetică B
r

. Spre deosebire de liniile de inducŃie ale 

câmpului electrostatic, care pornesc şi se termină pe sarcini, fiind linii 

deschise, liniile de inducŃie magnetică produse de curenŃi sunt curbe închise, 

adică nu există puncte din care aceste linii să poată diverge, adică: 

0div =B
r

. (6.48) 
RelaŃia (6.48) este adevărată chiar şi pentru câmpuri magnetice 

dinamice. 

Fluxul inducŃiei magnetice sau fluxul magnetic printr-o suprafaŃă S 

este: 

∫ ∫ ⋅=Φ
S

SB
rr

d . (6.49) 

În conformitate cu teorema Green-Ostrogradski şi din relaŃiile (6.48) 

şi (6.49) rezultă că fluxul magnetic printr-o suprafaŃă închisă S este nul: 

∫ ∫ =∫ ⋅=∫∫ ⋅=Φ 0ddivd
VS

VBSB
rrr

. (6.50) 

Din ecuaŃiile electrostaticii şi magnetostaticii: 







=

=

0rot

div

E

D
r

r
ρ

, (6.51) 







=

=

jH

B
rr

r

rot

0div
, (6.52) 

rezultă că cele două câmpuri, electric şi magnetic, nu sunt interconectate când 

sarcinile şi curenŃii sunt statice. 

 

AplicaŃii  
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6.4. Să se calculeze intensitatea curentului electric de conducŃie ce trece 
prin dielectricul imperfect al unui condensator: a) plan circular; b) cilindric. 
Se cunosc: conductanŃa σ a dielectricului dintre armături, tensiunea U dintre 
armături şi mărimile fizice constructive ale condensatoarelor; d – distanŃa 
dintre armături, r – raza armăturilor plane circulare, razele r1 şi r2 ale 
armăturilor cilindrice, l – lungimea generatoarei armăturilor cilindrice. 

 
Rezolvare: 

a) 222 r
d

U
rErJSdJi

S
πσπσπ =⋅=⋅=⋅= ∫

rr
 

b) rlErlJSdJi
Slat

πσπ 22
.

⋅=⋅=⋅= ∫
rr

 

1

2ln
22

2

1

2

1 r

r

l

i

r

dr

l

i
drEU

r

r

r

r πσπσ ⋅
=

⋅
=⋅= ∫∫  

1

2ln

2

r

r
lU

i
πσ=⇒ . 

 
 

 

6.5.  Un fir de cupru cu secŃiunea de 2mm4  este parcurs de un curent A2=I  

tensiunea aplicata pe lungimea m2=l  este mV80=U . Se cere: 

a) mobilitatea electronilor ,se consideră că toŃi atomii sunt 

transformaŃi în ioni de +2Cu ;   b) rezistivitatea cuprului. 

Se dau:  kg105,63,mkg109,8 333 −− ⋅=⋅⋅=ρ CuA . 

6.3.2. SubstanŃa în câmp magnetic 

Orice substanŃă are proprietăŃi magnetice deoarece ea se polarizează 

magnetic sub acŃiunea câmpului magnetic. 

AcŃiunea magnetică a unui corp polarizat magnetic se exprimă folo- 

sindu-se reprezentarea dată de Ampère pe baza echivalenŃei dintre curenŃii 

închişi elementari şi dipolii magnetici, care consideră magnetismul ca fiind 

un fenomen produs de sarcinile electrice în mişcare.  

Dacă se consideră un contur circular de diametru mic, parcurs de un 

curent staŃionar I, orientarea conturului în spaŃiu poate fi caracterizată prin 

direcŃia normalei pozitive n
r

 la contur (fig. 6.12).  
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Figura 6.12 

 

Acest contur se comportă ca un mic magnet, fiind numit dipol 

magnetic. Într-un câmp magnetic uniform B
r

, asupra dipolului magnetic 

acŃionează un cuplu de forŃe F
r

, normala pozitivă n
r

 orientându-se paralel cu 

direcŃia câmpului. Experimental s-a constatat că F
r

 este proporŃional cu 

curentul l  din contur şi cu aria S a conturului, dar nu depinde de forma con-

turului. Deci, momentul magnetic ai dipolului se defineşte prin relaŃia: 

nSISIm
rrr ⋅⋅== . (6.53) 

Pentru a explica magnetizarea corpurilor se consideră că în atomii şi 

moleculele substanŃelor există curenŃi circulari elementari numiŃi curenŃi 

amperieni. Fiecare din aceşti curenŃi posedă un moment magnetic şi creează 

în jur un câmp magnetic. CurenŃii amperieni sunt orientaŃi haotic în absenŃa 

unui câmp magnetic exterior şi substanŃa în ansamblul ei nu generează câmp 

magnetic, momentul magnetic rezultant fiind zero. 

Când substanŃa este introdusă într-un câmp magnetic exterior 0B
r

, 

momentele magnetice ale moleculelor se orientează şi deci, substanŃa capătă 

un moment magnetic şi creează un câmp magnetic mB
r

, care se suprapune 

peste câmpul 0B
r

. Câmpul rezultant este: 

mBBB
rrr

+= 0 . (6.54) 

Magnetizarea substanŃelor este caracterizată prin vectorul 

magnetizaŃie M
r

 a cărui mărime reprezintă momentul magnetic al unităŃii de 

volum: 
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V

m

V

m
M

V d
d

lim
0

rr
r

=
∆
∆=

→∆
 (6.55) 

sau prin vectorul polarizaŃie magnetică: 

MJ 0µ=
r

. (6.56) 

Legătura între B
r

, H
r

 şi M
r

 poate fi găsită pe baza unor raŃionamente 

analoage celor folosite în electrostatică la deducerea relaŃiei dintre D
r

, E
r

 şi 

P
r

, cu deosebirea că în locul dipolilor electrici şi a teoremei lui Gauss, în 

magnetism se folosesc dipolii magnetici ai curenŃilor amperieni şi teorema 

curentului magnetic, aşa încât: 

HMHJHB
rrrrrr

µ=µ+µ=+µ= 000 . (6.57) 

Pentru câmpuri magnetice nu prea intense: 

HJ
rr

χµ= 0 , (6.58) 

unde χ  se numeşte susceptivitate magnetică. 

Deoarece: rµµ=µ 0 , din relaŃiiie (6.57) şi (6.58) rezultă 

χ+=µ 1r . (6.59) 

 

 
 

AplicaŃii 

 
6.6. Să se deducă expresia intensităŃii câmpului magnetic în interiorul 

unui conductor de rază r, conductorul este parcurs de un curent electric cu 
intensitatea I. 

 
Rezolvare: Fie r1<r raza unei porŃiuni circulare din interiorul 

conductorului concentrică cu cea a conductorului (figura 3.8). Intensitatea 
curentului electric prin această porŃiune este 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig.6.5. 
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∫ =⋅=⋅=⋅=
S r

r
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r
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rr

 

Din teorema lui Ampère: 

∫
Γ

==⋅=⋅
2

2
1

1111 2
r

r
IirHldH π

rr
 

 
Rezultă: 

2
1

2 r

r
IH

π
= . 

 
6.7.  Folosind legea lui Ampère să se afle câmpul magnetic de inducŃie 

în interiorul şi exteriorul unui fir drept, lung, de rază R, prin care circulă un 

curent de densitate j. 

R: 
r

Rj
B

rj
B ext 2

;
2

2

int

µ=µ=
 

 

6.4. Electromagnetism 

6.4.1. Energia câmpului magnetic 

 

Se consideră o bobină de formă toroidală, formată din N spire si 

alimentată de o sursă care dă o tensiune electromotoare ε  (fig. 6.13). Când se 

închide circuitul, intensitatea curentului creşte de la valoarea zero până la 

valoarea I corespunzătoare regimului staŃionar, totodată crescând şi 

intensitatea câmpului magnetic din interiorul bobinei. Spirele ei sunt suficient 

de dese astfel încât câmpul magnetic este concentrat în interiorul bobinei, în 

exterior fiind neglijabil. 

 

Figura 6.13 
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Energia electrică consumată de bobină în intervalul de timp dt, este:  

tIW dd ⋅⋅ε= . (6.60) 

Pe seama acestei energii se formează câmpul magnetic dH  în 

interiorul bobinei. În timpul variaŃiei câmpului magnetic de la zero la 

valoarea H , în bobină apare o tensiune electromotoare de inducŃie, care în 

fiecare moment echilibrează tensiunea ε  în acest caz 

ε=Φ=ε 1d
d

N
ti , (6.61) 

unde 1Φ ‚ este fluxul ce străbate o singură spiră. 

Dacă se notează cu l  valoarea instantanee a curentului, atunci câmpul 

magnetic la un moment dat se determină pe baza legii lui Ampère: 

INlH
C

⋅=∫ ⋅
rr

d , de unde:  

N

Hl
I = . (6.62) 

l - fiind lungimea conturului C  (lungimea bobinei). Înlocuind expresiile 

(6.61) şi (6.62) în relaŃia (6.60.) se obŃine: 

HVHHSlHt
N

Hl

t
NW ddd

d

d
d 00

1 µ=µ=Φ= . (6.63) 

În relaŃie, produsul VSI = , reprezintă volumul din interiorul bobinei 

în care este concentrat câmpul magnetic. 

Prin integrarea relaŃiei (6.63), se obŃine: 

VHWHHVW
HW

2
0

0
0

0
21dd µ=⇒∫µ=∫ ,  

unde H  reprezintă mărimea câmpului magnetic după stabilirea regimului 

staŃionar. 

Densitatea de energie în volumul în care se găseşte câmpul magnetic 

este: 

BHHw
2

1

2

1 2
0 =µ=  (6.64) 

sau  
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HBw
rr

⋅=
2
1

. (6.65) 

 

6.4.2. Curentul de deplasare. InducŃia magnetoelectrică 

Pe baza datelor experimentale s-a admis ca o axiomă faptul că sarcina 

electrică se conservă. EcuaŃia de continuitate care exprimă legea conservării 

sarcinilor electrice este:  

0div =
∂
∂+

t

q
j
r

. (6.66) 

EcuaŃia (6.66) conduce la o dificultate care apare în calculul 

câmpurilor magnetice datorate curenŃilor variabili în timp. Teoria matematică 

a câmpurilor vectoriale arată că vectorul B
r

 este unic determinat prin 

ecuaŃiile:  

0div =B
r

; (6.67) 

 

jB
rr

µ=rot . (6.68) 

Dacă densitatea de curent j
r

 satisface relaŃia (6.68), ea trebuie să fie 

solenoidă, adică: 

0rotdiv
1

div == Bj
rr

µ
 (6.69) 

şi deci liniile de curent trebuie să fie linii închise. Această condiŃie este 

incompatibilă cu ecuaŃia (6.66) pentru curenŃii nestaŃionari. 

Paradoxul a fost rezolvat de Maxwell dând pentru densitatea de curent 

ecuaŃia: 

D
r

div=ρ  (6.70) 

care confirmă că densitatea de sarcină liberă este o măsură a divergenŃei 

inducŃiei electrice şi deci ecuaŃia de continuitate (6.66) este: 

0div =








∂
∂+

t

D
j

r
r

 (6.71) 
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Prin urmare, în cazul curenŃilor nestaŃionari în legea lui Ampère 

trebuie să se considere curentul total care este constituit din doi curenŃi : j
r

 

care este curentul de conducŃie şi 
t

D

∂
∂
r

 este curentul de deplasare. 

În acest caz,  

t

D
jH

∂
∂+=
r

rr
rot  (6.72) 

Pentru a da sensul fizic al curentului de deplasare se consideră un 

condensator introdus în circuitul unui curent variabil (fig. 6.14).  

 

Figura 6.14 

Într-un astfel de circuit curentul de deplasare este diferit de zero. 

RelaŃia de definiŃie a vectorului inducŃie electrică este: 

PED
rrr

+ε= 0  (6.73) 

sau în funcŃie de relaŃia 
0

0 ε
σ−σ

=−= p
pEEE , 

( ) p00
rrrr

++ε= pEED  (6.74) 

Pentru valorile absolute ale mărimilor fizice, ecuaŃia (6.74.) devine:  

PEED p +ε−ε= 000  (6.75) 

şi deci curentul de deplasare are expresia: 

t

P

t

E

t

E

t

D p

∂
∂+

∂
∂

ε−
∂

∂ε=
∂
∂

0
0

0  (6.76) 

Termenul 
t

P

∂
∂

 este numit curent de polarizare şi se datorează 

deplasării sarcinilor electrice legate, în timpul variaŃiei polarizaŃiei 

dielectricului sub acŃiunea câmpului electric variabil dintre plăcile 

condensatorului. Când se pune un dielectric într-un câmp electric variabil de 

frecvenŃă înaltă, dipolii electrici ce compun dielectricul, rotindu-se după 
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câmpul variabil, se ciocnesc cu atomii vecini şi cedează o parte din energia 

lor; dielectricul se încălzeşte. Acest fenomen se foloseşte în tehnică pentru 

încălzirea unui dielectric, simultan pe toată grosimea lui. Deoarece mărimea 

t

P

∂
∂

 reprezintă viteza de deplasare a sarcinilor legate din dielectric, ei îi 

corespunde un câmp magnetic ce apare în spaŃiul înconjurător şi care se poate 

calcula după legea Biot-Savart-Laplace. În absenŃa diele 

0;0;0;0 =
∂

∂
==

∂
∂=

t

E
E

t

P
P p

p  (6.77) 

Densitatea curentului de deplasare în vid este: 

t

E
jd ∂

∂ε= 0
0  (6.78) 

Condensatorul într-un circuit de curent alternativ nu întrerupe 

circuitul deoarece curentul variabil ce trece prin conductorii circuitului se 

continuă prin condensator sub forma curentului de deplasare. Acest lucru 

rezultă şi din egalitatea: 

j
tt

D =
∂
σ∂=

∂
∂

 (6.79) 

Curentul de deplasare în interiorul conductorilor este neglijabil de mic 

faŃă de curentul de conducŃie. Curentul de deplasare în vid nu produce efecte 

termice, dar produce efecte magnetice ca orice deplasare de sarcini electrice. 

 

AplicaŃii 

 6.10.  Un electron intră într-un câmp magnetic uniform de inducŃie 

T10 1−=B ,cu viteza 17ms109 −⋅=v , care formează unghiul o30=α  cu 

direcŃia câmpului .Să se calculeze: raza circumferinŃei rezultate din proiecŃia 

traiectoriei elicoidale pe un plan perpendicular pe direcŃia câmpului; 

 

6.11. O ramă pătrată cu latura a = 1 m se mişcă cu o viteză constantă v 

în direcŃia perpendiculară pe un conductor liniar infinit aflat pe suprafaŃa 

ramei paralel cu una din laturile sale. Să se afle viteza v. 

R: v = 100 m/s 
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6.12. Un condensator cu plăcile paralele, circulare de rază R, este 

conectat la un generator de curent alternativ. Sarcina q de pe plăci este q = 

q0⋅sin ωt. Liniile câmpului magnetic indus datorat curentului de deplasare 

sunt cercuri concentrice cu axa de simetrie a condensatorului. Să se afle 

inducŃia câmpului magnetic în funcŃie de distanŃa faŃă de axa de simetrie 

pentru cazurile: a) r <R; b) r > R; c) r = R. 

R:     a) tqr
S

B ω⋅ωµ= cos
2
1

00 ;  

b) tq
r

R

S
B ω⋅ωµ= cos

2
1

0

2

0 ;  

c) tqr
S

B ω⋅ωµ= cos
2
1

00 . 

 

6.4.3. Câmp electrodinamic. Câmp electromagnetic 

La mărirea fluxului magnetic care străbate aria limitată de un circuit 

închis, apare o tensiune electromotoare indusă 1E  şi deci un câmp electric E
r

, 

care satisfac egalitatea: 

t
lEE

C
i d

d
d

Φ−=∫ ⋅=
rr

. (6.80) 

Când conturul C  este constituit din dielectric, atunci fiecare element 

din el se polarizează datorită câmpului electric indus E
r

. Dacă circuitul C  

este deschis, atunci prin el nu circulă curent, dar ca rezultat al acŃiunii 

câmpului indus E
r

, în circuit se produce o redistribuire a sarcinilor aşa încât 

la capetele conductorului apar sarcini libere. 

Maxwell generalizând aceste rezultate a ajuns la concluzia că în toate 

punctele spaŃiului, unde există câmp magnetic variabil în timp, apare un 

câmp electric, independent de faptul că există sau nu un conductor. Conturul 

conductor este util doar pentru a observa câmpul electric indus, care se 

numeşte câmp electrodinamic. Câmpul electrodinamic este rotaŃional, având 

liniile de câmp închise (fig. 6.15). 
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Figura 6.15 

 

Din relaŃia (6.80.) se obŃine: 

∫∫ ⋅
∂
∂−=∫∫ ⋅−=∫

ScScC
S

t

B
SB

t
lE

r
r

rrrr
dd

d

d
d , (6.81) 

sau, aplicând teorema lui Stokes 

∫∫ ⋅
∂
∂−=∫∫ ⋅

ScSc
S

t

B
SE

r
r

rr
ddrot , (6.82) 

de unde: 

t

B
E

∂
∂−=
r

r
rot . (6.83) 

Această relaŃie reprezintă forma locală a legii inducŃiei 

electromagnetice şi exprimă caracterul rotaŃional al câmpului electrodinamic. 

SpaŃiul ocupat de un câmp electric variabil este, în acelaşi timp, 

ocupat şi de un câmp magnetic variabil. Cele două câmpuri, electric şi 

magnetic, sunt legate între ele şi formează o unitate numită câmp 

electromagnetic. 

 

6.4.4. EcuaŃiile Maxwell 

Pentru un mediu care nu este nici dielectric perfect nici conductor 

perfect, deci pentru un mediu în care există atât curent de conducŃie cât şi 

curent de deplasare, ecuaŃiile lui Maxwell sunt: 

t

D
jH

∂
∂+=×∇
r

rr
; (6.84) 
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;
t

B
E

∂
∂−=×∇
r

r
 (6.85) 

 
;ρ=⋅∇ D

r
 (6.86) 

 

0=⋅∇ B
r

. (6.87) 

RelaŃia (6.84) este legea Maxwell-Ampère a circuitului magnetic, 

expresia (6.85) reprezintă legea lui Faraday a inducŃiei electromagnetice, 

relaŃia (6.86) exprimă legea lui Gauss pentru fluxul electric, iar expresia 

(6.87) este legea lui Gauss pentru fluxul magnetic. 

Formele integrale corespunzătoare acestor ecuaŃii sunt: 

;d
d
d

dd ∫∫ ⋅+∫∫ ⋅=∫ ⋅
ScScC

SD
t

SjlH
rrrrrr

 (6.88) 

 

∫∫ ⋅−=∫ ⋅
ScC

SB
t

lE ;d
d
d

d
rrrr

 (6.89) 

 

;dd ∫ ∫∫ ⋅ρ=∫∫ ⋅
SVS

VSD
rr

 (6.90) 

 

∫∫ =⋅ 0dSB
rr

. (6.91) 

Pentru determinarea câmpurilor electrice şi magnetice, ecuaŃiile lui 

Maxwell se completează cu relaŃiile numite relaŃii de material, impuse de 

polarizarea electrică şi magnetică a corpurilor: 

;P0 +ε= ED
rr

 (6.92) 

 

JHB
rrr

+µ= 0 . (6.93) 

 
În medii cu polarizare liniară şi fără polarizare spontană: 

;ED
rr

ε=  (6.94) 
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HB
rr

µ= . (6.95) 

În plus, pentru medii conductoare se utilizează şi legea lui Ohm: 

( )iEEj
rrr

+σ= . (6.96) 

 

AplicaŃii 

 

6.13.  Să se demonstreze legea conservării sarcinii electrice utilizând 

ecuaŃiile lui Maxwell. 

Rezolvare: 

t

D
jH

∂
∂+=×∇
r

rr
; 

( ) ( )D
t

jH
rrr

⋅∇
∂
∂+∇=×∇∇ ; 

0=
∂
ρ∂+∇
t

j
r

. 

 

 

6.14.  ArătaŃi că următorul câmp electromagnetic satisface ecuaŃiile lui 

Maxwell: 

Ex=Ey=0 ;   Ez=cos(y-cּt);   By=Bz=0 ;   Bx= )ccos(
c
1

ty ⋅−  

R:  
t

B

y

E xz

∂
∂−=

∂
∂
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TEST DE AUTOEVALUARE III 

1. Trei corpuri punctiforme încărcate cu sarcinile electrice 
  sunt aşezate în vârfurile unui triunghi echilateral cu 

latura . Intensitatea câmpului electric în central triunghiului are 
valoarea: 

a)  b)  ; c)  ; d)  ;  

e)  ; f) ∞. 
 

2.  Două sfere mici conductoare, având aceleaşi dimensiuni, au 
sarcinile electrice =  şi respectiv  Se aduce o sferă cu 
aceleaşi dimensiuni, iniŃial neutră electric, în contact cu sfera 1 şi apoi cu 
sfera 2. Se repetă operaŃia de  ori. La sfârşitul operaŃiei, sarcina primei 
sfere este egală cu: 

a)  b)  c)  d)  e)  f) 

 
 
3. AlegeŃi afirmaŃia corectă, sarcina electrică este : 

a) o mărime vectorială; 
b) o mărime cu o variaŃie discontinuă;  
c) o mărime cu o variaŃie continuă; 
d) sursa de câmp magnetic; 
e) măsurată în volŃi; 
f) egală cu intensitatea curentului în unitatea de timp. 

 
4. AlegeŃi afirmaŃia corectă: 

a) curentul electric într-un conductor este realizat de electroni legaŃi în atomi; 
b) prin aplicarea unui conductor a unui câmp electric se realizează un 
transport de electroni legaŃi; 
c) orice conductor în stare naturală este electrizat; 
d) intensitatea curentului într-un circuit creşte cu creşterea temperaturii 
rezistorului; 
e) tensiunea electrică aplicată unui rezistor este invers proporŃională cu 
rezistenŃa acestuia; 
f) rezistenŃa electrică a unui conductor se dublează prin înjumătăŃirea ariei 
secŃiunii acestuia. 
 5. AlegeŃi afirmaŃia corectă. DiferenŃa de potenŃial de la bornele unei 
surse dintr-un circuit electric este mai mare decât tensiunea electromotoare a 
sursei dacă: 
a) rezistenŃa interioară a sursei este mai mare ca rezistenŃa exterioară a 
circuitului; 
b) rezistenŃa internă a sursei este nulă; 
c) intensitatea curentului prin sursă are sens opus celui al tensiunii 
electromotoare; 
d) tensiunea electromotoare este de sens opus; 
e) la scurt-circuit; 



 117

f) circuitul este deschis. 
 6. AlegeŃi afirmaŃia corectă: 

ForŃa electromagnetică este: 

a) egală cu produsul vectorial între  şi ; 

b) egală cu produsul scalar între  şi ; 

     c) proporŃională cu cosinusul unghiului dintre  şi ; 
     d) invers proporŃional cu aria secŃiunii conductorului; 
     e) proporŃională cu pătratul sarcinii electrice ce traversează secŃiunea 
conductorului în unitatea de timp; 

     f) paralelă cu vectorul inducŃie magnetic . 
 
7. AlegeŃi afirmaŃia corectă: 

a) egal cu produsul vectorial dintre vectorii şi ; 

b) proporŃional cu cosinusul unghiului dintre direcŃiile vectorilor  şi ; 

c) maxim când vectorul inducŃie magnetic  este parallel cu suprafaŃa ; 

d) minim când vectorii  şi  sunt paraleli; 

e) egal cu raportul modulelor vectorilor  şi ; 

f) independent de direcŃia vectorului inducŃie magnetic . 
 
8. AlegeŃi afirmaŃia corectă. ForŃa Lorentz: 
 

a) acŃionează asupra oricărui camp magnetic; 
b) este invers proporŃională cu viteza particulei; 
c) este paralelă cu vectorul inducŃie magnetic; 

d) este independent de direcŃia vectorului ; 
e) imprimă o mişcare circulară unei particule încărcate electric a carui 

viteză este perpendiculară pe direcŃia vectorului inducŃie magnetic; 
f) este independentă de direcŃia vectorului viteză. 

 
9. AlegeŃi afirmaŃia corectă. InducŃia electromagnetică este: 
 

a) proporŃională cu intensitatea curentului; 
b) tangentă la liniile de camp; 
c) independentă de proprietăŃile magnetice ale mediului; 
d) fenomenul de producere a unei tensiuni electrice prin variaŃia în timp 

a fluxului magnetic printr-o suprafaŃă; 
e) fenomenul de producere a unui câmp magnetic variabil; 
f) fenomenul de producer a unei sarcini electrice. 
 

10. AlegeŃi unitatea de măsură ce corespunde mărimii fizice, 
permeabilitatea magnetică: 

a) ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) . 
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SoluŃiile  testului sunt la pagina 202. 
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MODULUL IV. FIZICA MODERN Ă 

 
7.  BAZELE FIZICE ALE MECANICII CUANTICE 

 
Pentru exemplificarea fenomenelor legate de emisia şi absorbŃia 

radiaŃiei, precum şi interacŃiunea sa cu substanŃa, trebuie să se admită 

cuantificarea energiei şi caracterul dual undă-corpuscul al materiei. 

 

7.1. Natura corpusculară a radiaŃiei 

Planck a deschis drumul fizicii cuantelor, considerând că emisia şi 

absorbŃia are loc în mod discontinuu, prin particule cu energie cuantificata. 

Fenomenul fotoelectric şi fenomenul Compton pot fi explicate dacă se 

consideră că lumina este de natură corpusculară. 

Efectul fotoelectric. Fenomenul fotoelectric, pus în evidenta de 

Hertz, constă în emisia de electroni, propusă de un metal pe care cade un flux 

de radiaŃie electromagnetica cu frecvenŃă mare. Studiul efectului fotoelectric 

se face cu ajutorul instalaŃiei prezentate în figura 7.1. 

 

 

Figura 7.1 

 

Electronii emişi de catod, sub influenta luminii, ajung sub acŃiunea 

câmpului electric la anod, formând un curent electric. Intensitatea curentului 

electric depinde de diferenŃa de potenŃial U  dintre electrozi, atingând 

valoarea de saturaŃie când tensiunea U  devine egală sau mai mare cu  
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discontinuitatea de potenŃial dintre cei doi electrozi şi se anulează pentru o 

anumita valoare a tensiunii de întârziere bU  , numita tensiune  

de blocare (fig. 7.2). 

 

 

Figura 7.2 

 

Legile efectului fotoelectric stabilite experimental sunt: 

1. Intensitatea de saturaŃie a curentului electric este proporŃională cu 

fluxul de radiaŃie incident. 

2. Energia cinetică a electronilor variază liniar cu frecventa radiaŃiilor 

incidente, nedepinzând de intensitatea fluxului. 

3. Fenomenul fotoelectric apare numai dacă radiaŃia incidentă are 

frecventa ν  egală sau mai mare decât o anumita valoare pν , numită 

frecvenŃă de prag, caracteristică fiecărui metal în parte. 

4. Fenomenul fotoelectric se produce practic instantaneu, intervalul de 

timp dintre acŃiunea radiaŃiei şi emisia electronilor fiind mai mic de s10 9− . 

Einstein a arătat că toate legile efectului fotoelectric se pot explica, 

dacă se presupune că radiaŃia este discontinuă, fiind compusă din fotoni cu 

energia ν⋅h . 

Fotonul în concepŃia lui Einstein, este o particula cu energie, masă şi 

impuls. Energia fotonului este: 

νW ⋅= h . (7.1) 

Conform teoriei relativităŃii, viteza luminii în vid, deci şi a fotonului, 

este invariantă la trecerea de la un referenŃial la altul. Fotonul nu are masă 

proprie sau de repaus, ca urmare 00 =fm . 
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Impulsul fotonului rezultă din expresia: 

 

42
0

22 cmc += pW    când   
λ

=ν==⇒= h

c

h

c
,00

W
pm . (7.2) 

Einstein consideră că fotonii pătrund în metal şi se ciocnesc cu 

electronii atomilor metalului. Energia fotonului absorbit de electron este 

folosită pentru părăsirea metalului, efectuându-se lucru mecanic de extracŃie 

eW , iar restul este convertit în energia cinetică a electronului. 

bee UW
mv

W e
2

h
2

+=+=ν . (7.3) 

Efectul Compton. ExperienŃele lui Compton privitoare la difuzia X  

prin substanŃe arată că în radiaŃia difuzată există atât radiaŃii având lungimea 

de undă iniŃială λ , cât şi radiaŃii cu lungimea de undă mai mare λ>λ1  

Acest fenomen a fost studiat cu ajutorul instalaŃiei reprezentate schematic în 

figura 7.3. Deplasarea Compton nu depinde de lungimea de undă a radiaŃiei 

Röntgen incidente şi de natura substanŃei, dar depinde de unghiul de difuzie 

θ . Conform teoriei fotonice a radiaŃiei, difuzia razelor X  poate fi înŃeleasă 

ca o ciocnire elastică a fotonilor incidenŃi cu electronii substanŃei difuzate, 

consideraŃi ini Ńial practic în repaus (fig. 7.4). 

 

 

Figura 7.3 

 

 

Figura 7.4 

 

Aplicând legile de conservare ale impulsului şi energiei se obŃine:  

vm
r+ν=ν

c
h

c
h 1 , (7.4) 
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unde m0 este masa de repaus a electronului, m este masa lui de mişcare, iar 

c

hν
 şi 

c

h 1ν
 sunt impulsurile fotonului, înainte şi după ciocnire. 

Înlocuind relaŃia relativista a masei în relaŃiile (7.4), rezultă:  

22

01

1

mhh

cv

v

cc −
=ν−ν

r

; 











−

−
=ν−ν 1

c1

1
hh

22
2

01
v

cm . 

(7.5) 

Ridicând la pătrat relaŃiile (7.5), Ńinând cont că prima este o ecuaŃie 

vectorială şi scăzând din a doua pe prima, se obŃine:  

( ) ( )θ−=
ν⋅ν
ν−ν

cos1
cm

hc

01

1 . (7.6) 

Dacă în relaŃia (7.6) se introduce pentru λν /c= , iar 11 / λν c= , se 

obŃine expresia: 

( )
2

sin2
2

sin
cm

h
2cos1

cm

h 22

00
1

θΛ=θ=θ−=λ−λ , (7.7) 

unde: Λ = 2,42. 10 –6 m = 0,0242 Å, se numeşte lungimea de undă  

Compton a particulei-Ńintă. 

 

AplicaŃii 

 
7.1. Pragul fotoelectric al unui fotocatod din cesiu este situat la 

lungimea de undă λprag = 650⋅10-9 m. Se dirijează pe fotocatod un fascicul 
de lumină monocormatică de lungimea de undă λ = 500⋅10-9 m. şi puterea P 
= 1 W. Să se calculeze: a) energia cinetică maximă a fotoelectronilor emişi şi 
să se compare  viteza lor cu viteza  c a luminii; b) lungimea de undă asociată 
acestor electroni în funcŃie de energia lor cinetică. c) Care este randamentul 
cuantic al fotocatodului, ştiind că fotocurentul are valoarea I = 16,1⋅10-3 A. 

Rezolvare: 

a)  

b)  =   
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c).  
  

7.2. Să se calculeze lungimea de undă şi impulsul unui foton a cărui 
energie este egală cu energia de repaus a electronului. 

 
Rezolvare: 

Se utilizează relaŃia lui Louis de Broglie pentru determinarea lungimii 
de undă asociată fotonului a cărui energie este egală cu energia de repaus a 
electronului. 

m
cm

hchchc
h 12

2
0

1043,2 −⋅=Λ===→==
ε

λ
λ

νε  

Impulsul fotonului este: 

smkg
h

p /1074,2 22 ⋅⋅== −

λ
 

 
7.3. Să se determine lungimea de undă de Broglie pentru un electron, 

pentru un proton şi pentru o particulă α , nerelativiste, accelerate de o 
diferenŃă de potenŃial .800VU =  

 
Rezolvare: 

 
Lungimea de undă dată de relaŃia lui Louis de Broglie este: 

    
mqU

h

p

h

2
==λ  

Lungimile de undă ale particulelor sunt: 

• electron:   m
eUm

h

e

121041,43
2

−⋅==λ ; 

• proton:                         m
eUm

h

e

121001,1
2

−⋅==λ ; 

• particula α :                  m
eUm

h 121051,0
22

−⋅==
α

λ  

 
7.4. Să se calculeze raportul lungimilor de undă asociate particulelor 

nerelativiste cu masele 1m  şi 2m  dacă au aceeaşi energie cinetică, nu aceeaşi 
viteză. 

 
Rezolvare: 

Raportul lungimilor de undă asociate particulelor este: 
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1

2

2

1

2

1

2

1

2

2

m

m

m

h

m

h

p

h
p

h

c

c ===

ε

ε
λ
λ

 

 
7.5. Să se găsească expresia lungimii de undă a undei asociate în 

funcŃie de factorul relativist 
0m

m=γ . 

 
Rezolvare:  

Dacă:  

p

h=λ şi 0mm γ=  ⇒  

vm

h

0⋅
=

γ
λ  

Dar: 

2

2
0

1

1

c

vm

m

−
==γ  

22

2

2

2
2

1

1

vc

c

c

v −
=

−
=γ  

( )12
2

2

2

2
22 −=−= γ

γγ
cc

cv  

12 −= γ
γ
c

v  

     
11

2
0

2
0

−
=

−⋅
==

γγ
γ

γ
λ

cm

h
c

m

h

mv

h
 

 
 7.6.  O particulă cu masa de repaus 0m  şi cu sarcina qeste accelerată 

pornind din repaus de tensiunea electrică U. Să se stabilească expresia 
lungimii de undă a undei asociate în funcŃie de tensiunea electrică U  dacă 
particula are mişcare relativistă. 

 
 Rezolvare: 

Energia totală a particulei relativiste este: 
    qUcmcmmc c +=+== 2

0
2

0
2 εε  

    
2

0
2

0

2

0

1
cm

qU

cm

mc

m

m +===γ  
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







+

=
−

=

2
0

2
0

0

2
0

2
1

21

cm

qU

cm

qU
cm

h

cm

h

γ
λ  

este în conformitate cu rezultatu problemei precedente. 
 
 

7.7. Un proton, în repaus, este accelerat de diferenŃa de potenŃial 
VU 400=  . Să se caculeze lungimea de undă asociată atât pentru cazul 

nerelativist, 0λ , cât şi pentru cazul relativist, λ . Ce concluzie se desprinde? 

 
Rezolvare: 

m
Uqm

h

qUm

h

pp

12
0 10433,1

1

22
−⋅===λ  

m

cm

qU

cm

qU
cm

h 12

2
0

2
0

0

10553,1

2
1

2

−⋅=









+

=λ  

Comparând cele două rezultate, 0λ  şi λ , observăm că diferă foarte puŃin. 
În concluzie, la V400 , protonul nu devine relativist. 

 
7.8. Un electron nerelativist este antrenat într-o mişcare circulară de 

rază cmR 2=  într-un câmp magnetic de inducŃie mTB 1=  perpendicular pe 
planul traiectoriei. Să se determine lungimea de undă de Broglie asociată 
electronului. 

 
Rezolvare:   

Se scrie bilanŃul forŃelor sub acŃiunea cărora electronul este antrenat pe o 
traiectorie circulară de rază R : 

    
R

mv
qvB

2

=
m

qBR
v =→  

    m
qBR

h

mv

h 101007,2 ⋅===λ  

 
7.9. Să se arate că unda asociată unei particule relativiste de masă de 

repaus 0m  şi energie cinetică cε  are lungimea de undă: 

    









+

=

1
2

1

2
2

0

0

cm

m

h

c
c

εε

λ . 

Rezolvare: 
RelaŃia dintre energia totală şi impuls pentru o particulă relativistă 

este: 

    22
0

2 cmpc +=ε  

Pe de altă parte : 



 128

    2
0cmc += εε  

Din egalitatea ambelor relaŃii ridicate la pătrat se obŃine: 
    42

0
2222

0 )( cmcpcmc +=+ε  

    42
0

2242
0

2
0

2 2 cmcpcmcmcc +=++ εε  

    ( ) 222
02 cpcmcc =+εε  

    ( )2
02

1
cm

c
p cc += εε  

( )








+

⋅=
+

==

1
2

1

22
2

0

0
2

0

cm

m

h

cm

hc

p

h

c
c

cc εε
εε

λ . 

 
7.10. Să se determine lucrul de extracŃie al electronilor dintr-o placă de 

litiu ştiind că lungimea de undă de prag este nmp 450=λ . 

 
Rezolvare: 

Din relaŃia lui Einstein pentru bilanŃul energetic al efectului 
fotoelectric: 

   2
02

1
vmLLh ece +=+= εν  

Unde se impune 0=v  şi se obŃine: 

   761,2===
p

pe

hc
hL

λ
ν  eV . 

7.11. Asupra catodului unei fotocelule se trimite un fascicul de lumină 
monocromatică de lungime de undă .500nm=λ  DiferenŃa de potenŃial ce 
anulează curentul este .80,0 VU =  Să se calculeze lucrul de extracŃie pentru 
materialul catodului. 

 
Rezolvare:  

Din relaŃia lui Einstein pentru bilanŃul energetic al efectului 
fotoelectric: 

   qULvmLLh eece +=+=+= 2
02

1εν  

obŃinându-se: 

    685,1=−= qU
hc

Le λ
 eV . 

 
7.12. Lungimea de undă de prag pentru cesiu este .520nmp =λ  Să se 

determine viteza maximă a electronilor rezultaŃi prin iradierea unei plăci de 
cesiu cu radiaŃie monocromatică de lungime de undă .450nm=λ  

 
 Rezolvare:  

Din relaŃia lui Einstein pentru bilanŃul energetic al electronilor: 
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    ,
2

1 2
0vmLLh ece +=+= εν  

    ,
2

1 2
0vm

hchc

p

+=
λλ

 

se obŃine: 

    ./10615,3
2 5

0

sm
m

hc
v

p

p ⋅=
−

=
λλ

λλ
 

 
 7.13. Iluminând catodul unei fotocelule, succesiv, cu lumină de 

lungime de undă nm3501 =λ  şi nm5902 =λ  s-a găsit că vitezele maxime 
corespunzătoare fitoelectronilor diferă de n=2,5 ori. Să se determine lucrul de 
extracŃie al metalului catodului. 

 
 Rezolvare: 

Sistemul de două ecuaŃii necunoscute este: 

    
2

0
2

22
0

1

2

1

2

1

vmL
hc

vnmL
hc

e

e

+=

+=

λ

λ
 

Din a doua ecuaŃie se exprimă: 

    ,
2

1

2

2
0 eL

hc
vm −=

λ
 

Înlocuind în prima ecuaŃie a sistemului se obŃine: 

    ,
2

2

1








−+= ee L

hc
nL

hc

λλ
 

În urma prelucrării relaŃiei se obŃine: 

    ( ) ( ),1 12
2

2
1

2

2
2 λλ

λ
λ

λ
−=






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−=− n

hcn
hcnLe  

    83,1
12

12
2

2

=
−

−
⋅=

n

nhc
Le

λλ
λ

 eV . 

 
 7.14. Să se compare variaŃiile maxime ale lungimii de undă Compton 

pentru împrăştierea fotonilor pe electroni liberi , respective pe protoni. 
 
 Rezolvare: 
VariaŃia lungimii de undă λ∆  a unui foton la împrăştierea acestuia pe 

o particulă de masă m este: 

   .
2

sin2 2 θλ
mc

h=∆  

VariaŃia maximă a lungimii de  undă Compton pentru împrăştierea 
fotonilor pe electroni liberi este pentru unghiul de împrăştiere πθ = : 
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   m
cm

h

e
e

10100484,022 −⋅=Λ==∆λ  

Pentru proton se obŃine: 

   .10412,02 15m
cm

h

p
p

−⋅==∆λ  

7.15. Care este valoarea energiei cinetice a unui electron a cărui 
lungime de undă de Broglie, Bλ , este egală cu o treime din lungimea de undă 
Compton a sa, Cλ . 

 
Rezolvare:  

Lungimea de undă Compton , CΛ , a electronului este dată de relaŃia: 

   .42,2
0

pm
cm

h ==Λ  

Impulsul electronului este dat de relaŃia: 

   .3

3

0cm
hh

p
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=
Λ

=
Λ

=  

Considerând electronul ca particulă relativistă: 
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7.16. Un foton cu energia 0,51 MeV suferă o împrăştiere Compton în 

direcŃia 
2

πθ =  faŃă de direcŃia incidentă. Să se calculeze energia fotonului 

difuzat şi energia electronului de recul. 
 
 
 
 
Rezolvare: 

VariaŃia lungimii de undă a fotonului difuzat este: 
   0λλλ −=∆ , 

de unde se obŃine: 
    λλλ ∆+= 0  

Energia fotonului după interacŃiunea cu electronul este: 
   

 

( )

( ) ( )
MeV

cm

h
h

cm

hc
hc

m

hc
hchchc

h

255,0
cos11

1

cos11

1

cos1
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⋅=
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⋅=

=
−+

=
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===

θνν
θ

λ
λ

θλλλλ
νε

 

Energia cinetică a electronului de recul este: 
   MeVhhcmmcc 255,00

2
0

2 =−=−= ννε  

 
 7.17. Cât din energia fotonului incident îi revine electronului 

Compton de recul dacă fotonul incident are energia 0,275 MeV, iar fotonul 
împrăştiat face unghiul 6/5πθ =  cu direcŃia incidentă? 

 
Rezolvare: 
ProporŃia dintre energia fotonului incident ce o regăsim sub formă de 

energie cinetică a electronului de recul este dată de relaŃia: 

  
( )θνν

ν
ν

νν
ν
ε

cos11

1
11

2
0

000

0

0 −+
−=−=

−
=

cm

hh

h

h
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h
c  

  

( )

( )
%15,50

cos11

cos1

2
0

0

2
0

0

0

=
−+

−
=

θν

θν

ν
ε

cm

h
cm

h

h
c  

 
7.18. Să se calculeze variaŃia lungimii de undă, λ∆ , pentru fotonul 

incident şi unghiul sub care este difuzat acesta dacă fotonul incident avea 
lungimea de undă ,42,20 pm=λ  iar viteza relativă a electronului de recul 
este .5,0=β  
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Rezolvare:  
Energia cinetică a electronului de recul, ce se deplasează cu viteza 

relativă β  este: 

  .1
1

1
2

2
0

2
0

2
0 









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
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β
ννε cmcmmchhc  

Pe de altă parte: 
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λλλλ

νν

∆
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000
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1

111 hc
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Egalând membrii din dreapta a ecuaŃiilor de mai sus, se obŃine: 

   ,
1

1

1
1

1

2

00
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−
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⋅=
∆

+

β
λλ

λ
cm

h
 

de unde rearanjând termenii, rezultă: 

    pm61,11
1

1
2

2
0 =














−

−
⋅

Λ
=∆

β
λλ . 

    
2

sin2 2 θλ Λ=∆  

    
Λ

∆=
22

sin2 λθ
 

Se obŃine pentru valoarea θ : 

    '02670
2

arcsin =
Λ

∆= λθ . 

 
7.19. Să se calculeze unghiul dintre direcŃia în care este difuzat fotonul 

Compton şi direcŃia în care este împrăştiat electronul de recul ştiind că 
,815,1 pm=∆λ iar fotonul incident are lungimea de undă .63,30 pm=λ  

 
Rezolvare: 

 Din expresia ce ne furnizează variaŃia lugimii de undă a fotonului în 
funcŃie de unghiul de împrăştiere, se calculează acest unghi:  

    '03075
2

arcsin2 =
Λ

∆= λθ  

Unghiul sub care este împrăştiat electronul de recul este: 

    '0

0

4537
1

2 =


















Λ+
=

λ

θ

ϕ
ctg

arctg  

Unghiul α  dintre cele două direcŃii este: 
    '015113=+= ϕθα . 
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7.20. RadiaŃia X cu energia 0νh  suferă împrăştiere Compton pe 

electroni liberi. Să se stabilească expresia energiei maxime a electronilor de 
recul. 

 
Rezolvare:  

VariaŃia lungimii de undă a fotonilor incideŃi: 
   ( )θλ cos1−Λ=∆  
este maximă pentru unghiul de împrăştiere πθ =  pentru care 

.2Λ=∆λ  
Energia maximă a electronilor de recul are relaŃia: 

    .
2

2

0
max Λ+

Λ⋅=
λλ

ε hc
c  

 
 7.21. Ca rezultat al împrăştierii Compton a radiaŃiei X cu energia 

,5,7 keV  lungimea de undă acesteia variază cu %.40 Să se calculeze energia 
electronilor Compton de recul. 

 
 Rezolvare: 
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7.22. Să se exprime variaŃia energiei fotonului Compton în funcŃie de 

energia lui iniŃială şi finală. 
 

Rezolvare: 
   

 ( ) ( )

( ) ( ).cos1cos1

cos1cos1

11

2
0

0
2

0

0
2

00

2

00

00
00

θεεθνν
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λλ
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ννεεε
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=∆=
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
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 7.23. În urma împrăştierii Compton a unui foton pe un electron, aflat 

iniŃial în repaus ( ),511,00 MeV=ε fotonul este deviat sub unghiul 
3

πθ =  faŃă 

de direcŃia iniŃială, iar electronul de recul este deviat sub unghiul ϕ  faŃă de 
aceeaşi direcŃie. Ştiind că după împrăştiere electronul are energia cinetică 

MeVc 511,0=ε  să se determine energia fotonului incident şi unghiul ϕ . 
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Rezolvare: 

Se utilizează relaŃia ce furnizează variaŃia lungimii de undă a fotonilor 
incidenŃi: 

   ( ) .
22

cos1
0cm

h=Λ=−Λ=∆ θλ  

şi se obŃine pentru energia cinetică a electronilor de recul, expresia: 

.
000

0 λλ
λ

λλλ
λνε

+∆
∆⋅=

+∆
∆⋅= hc

hc  

θ
λ
λ

θϕ
cos

sin

0

−
=tg . 

Se obŃine: 
.022,120 MeVh c == εν  

.300=ϕ  
 

7.24. Un foton cu energia egală cu energia de repaus a electronului, 
suferă o ciocnire frontală Compton cu un electron relativist. După ciocnire 

fotonul emergent este difuzat sub unghiul 
4

πθ = , iar electronul se opreşte. Să 

se determine deplasarea Compton a lungimii de undă a fotonului, energia 
cinetică cε  şi viteza v  a electronului înainte de ciocnire. 

 
Rezolvare: 

Valoarea iniŃială a lungimii de undă 0λ este: 

pm
cm

h

cm

hc

h

hcc
42,2

0
2

000
0 =Λ=====

νν
λ  

pm066,2
2

sin2 2
0 =Λ−= θλλ  

.354,0 pm=∆λ  
Energia cinetică a electronului o determinăm din ecuaŃia de conservare a 
energiei în ciocnirea considerată. 

.
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2
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2

λλ
λ

λλ
ε ∆=








−=−= hchccmmcc  

.96,87 keVc =ε  

Pentru determinarea vitezei: 












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
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


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( ) ./10565,11 8
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7.25.  Pragul fotoelectric al unui fotocatod din cesiu este situat la 

nm600=λ . Se dirijează pe fotocatod un fascicul de lumina monocromatica 

cu nm550=λ  şi puterea W5,1=P . Să se calculeze: 

a) energia cinetică maximă a fotoelectronilor emişi şi să se compare 

viteza lor cu viteza c a lumini în vid;  b) lungimea de undă asociată acestor 

electronii în funcŃie de energia lor cinetică;  c) randamentul cuantic al 

fotocatodului ştiind că fotocurentul are valoarea mA15=I . 

R: a) J101,9 20−⋅=cE ; b)  3104,1
c

−⋅=v
, m1062,1 9−⋅=λ ;  

     c) 4109,122 −⋅=η  

 

7.26.  În spaŃiul cosmic un electron se apropie de un proton. Considerând 

energia totală a electronului la distanŃa infinit de mare de proton egală cu zero, să 

se determine lungimea de undă a undei asociate electronului la distanŃa r = 1 m 

de proton. 

R: λ0 = 3,24⋅10-5 m. 

 

7.2. Natura ondulatorie a particulelor 

 

Principiul dualităŃii unda-corpuscul extins la particule a constituit 

punctul de plecare în dezvoltarea mecanicii cuantice. 
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Ipoteza lui de Broglie. Între mărimile care determină caracterul de 

undă (frecvenŃa şi lungimea de undă) şi mărimile care determina caracterul 

corpuscular (energia şi impulsul) există o strânsă legătură. 

Louis de Broglie, extinzând ideea unităŃii materiale a lumii, 

elaborează ipoteza că orice particula are şi un caracter ondulatoriu. El 

generalizează rezultatul obŃinut la radiaŃia electromagnetica şi asociază 

oricărei microparticule în mişcare, cu viteza v şi impulsul p, o undă numita 

undă asociata, cu lungimea de undă numita lungime de undă de Broglie, 

adică:  

p

h=λ . (7.8) 

Ipoteza lui Broglie a fost confirmată experimental de experienŃele lui 

Davisson şi Germer (sunt posibile numai în vid). Studiind reflexia 

electronilor pe suprafaŃa unui cristal rotitor, ei au arătat că electronii în 

mişcare prezintă proprietăŃi ondulatorii, având loc fenomene de interferenŃa şi 

de difracŃie, fenomene specifice caracterului ondulatoriu. Lungimea de undă 

a undei asociate electronilor, cu viteze nerelativiste, este: 

UUp

25,12

em2

hh

0

===λ [Å]. (7.9) 

La difracŃia undelor electronice s-a folosit ca reŃea de difracŃie un 

cristal, care are distantele dintre atomi de acelaşi ordin de mărime cu 

lungimea de undă de Broglie. Davisson şi Germer au produs cu ajutorul unui 

tun electronic pe un fascicul monocromatic de electroni care a ajuns pe 

suprafaŃa unui bloc de nichel (fig.7.5) monocristalin.  Intensitatea fasciculului 

de electroni reflectaŃi de cristalin, măsurata cu ajutorul unui detector de 

electroni (cilindru Faraday de exemplu), prezintă maxime şi minime a căror 

poziŃie unghiulara depinde de energia electronilor incidenŃi. 

Unghiurile corespunzătoare maximelor satisfac relaŃia lui Braag: 

,sin2 λ⋅=θ kd  (7.10) 

unde d reprezintă constanta reŃelei cristaline. 
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Figura 7.5 

 

Valoare lungimii de undă obŃinuta experimental este în buna 

concordanta cu cea calculata cu ajutorul relaŃiei (7.9), confirmând ipoteza lui 

de Broglie că particulele au proprietăŃi ondulatorii. 

Comportarea ondulatorie a unei particule poate fi descrisă de o funcŃie 

de undă: 

( ) ( ) t
iW

rtr
⋅−

ψ=ψ h

π2

exp,
rr

, (7.11) 

unde ( )r
sψ  reprezintă partea spaŃiala a funcŃiei, iar W este energia particulei. 

FuncŃia (7.61) nu are caracter general. FuncŃia ( )tr ,
rψ  este o mărime 

complexă, iar produsul ei cu conjugata ( )tr ,*
rψ  dă o funcŃie reala, adică: 

2* ψψψ =⋅ .  

Max Born arata că mărimea 
2ψ  determina probabilitatea ca particula 

descrisă prin funcŃia ( )tr ,
rψ  să se găsească la momentul t , în regiunea din 

spaŃiu, delimitată prin valorile coordonatelor cuprinse între r
r

 şi rr
rr

d+ . 

Probabilitatea este dată de expresia:  

( ) ( ) ,d,,d
2

VtrtrP ⋅ψ= rr
  

unde: 

zyxV dddd ⋅⋅= .  

Densitatea de probabilitate are rolul unei funcŃii de distribuŃie şi se 

exprima prin raportul 

2

d

d ψ==Ρ
V

P
.  
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Probabilitatea ( )tVP ,  ca particula să se găsească în volumul finit V , 

la momentul t, este: 

( ) ∫ ∫ ⋅ψ==
V V

dVPtVP
2

d, .  

Probabilitatea ca particula considerata să se găsească undeva în întreg 

spaŃiul infinit este o certitudine, fiind egala cu unu. 

1d
2 =∫ ψ V

V
, reprezintă condiŃia de normare. 

În aceasta interpretare, noŃiunea de orbita electronica din teoria lui 

Bohr este înlocuita cu probabilitatea de localizare a electronului în jurul 

nucleului. Electronul este o particulă cuantică, caracterizată printr-o densitate 

de probabilitate de localizare în jurul nucleului care este maxima în punctele 

pe unde trec orbitele lui Bohr şi are o valoare mai mica în restul spaŃiului. 

 

RelaŃiile de nedeterminare ale lui Heisenberg 

Heisenberg arată că determinarea simultană, cu precizie mare, a 

coordonatelor şi impulsurilor particulelor nu se poate face, deoarece acestea 

au atât proprietăŃi corpusculare cât şi ondulatorii. RelaŃia de nedeterminare 

data de Heisenberg este: 

π4

h
xp ≥∆⋅∆ . (7.12) 

RelaŃia (7.12) arată că produsul dintre nedeterminarea impulsului p∆  

şi nedeterminarea coordonatei x∆  nu poate fi mai mic decât constanta h / 4π 

.RelaŃia (7.12) nu are semnificaŃie pentru particule cu masa relativ mare. 

Deoarece produsul dintre energie şi timp are dimensiunea unei 

acŃiuni, relaŃia de nedeterminare pentru energie este: 

π
≥∆⋅∆

4

h
tW . (7.13) 

În relaŃia (7.13), W∆  este nedeterminarea energiei unei stări a 

microparticulei, într-un proces de măsurare a energiei, iar t∆  durata acelui 

proces. Cu cât durata procesului de măsurare este mai mare, cu atât energia 

corespunzătoare este mai precis determinata. 
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EvidenŃierea impreciziei se poate face printr-o experienŃa de difracŃie 

a electronilor monoenergetici printr-o fanta. Fasciculul este considerat ca o 

undă plană monocromatică, de lungime de undă λ , care trece printr-o fantă 

de lărgime (a) (fig.7.6).  

 

 

Figura 7.6 

 

Unghiul ϕ  corespunzător primului minim de difracŃie este dat de 

relaŃia: 

λ=ϕsina . (7.14) 

Din punct de vedere corpuscular, tabloul de difracŃie dă distribuŃia 

statistica pe ecran a electronilor difuzaŃi pe diferite direcŃii, la trecerea prin 

fanta. Aspectul corpuscular este dezvăluit de impactul electronilor pe ecran, 

iar aspectul ondulatoriu este evidenŃiat de distribuŃia totala pe ecran, deci de 

tabloul de difracŃie. în acest fel se pune în evidenta dualitatea undă-particulă. 

Imprecizia în determinarea coordonatei x , a unui electron care 

soseşte pe ecran, este de ordinul mărimii fantei, deoarece nu se cunoaşte 

exact locul pe unde a trecut fanta: 

ax ~∆ . (7.15) 

Electronii difuzaŃi au o componentă verticală a impulsului care le-a 

schimbat direcŃia: 

ϕ≅ϕ⋅=∆ sintg pppx . (7.16) 

Din înmulŃirea relaŃiilor (7.15) şi (7.16) rezultă: 

ϕ⋅⋅≅∆⋅∆ sinpapx x . (7.17) 

Din relaŃiile (7.8) şi (7.14) se obŃine: 
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h≅∆⋅∆ xpx , (7.18) 

unde: 
π

>
4

h
h . 

Desfăşurarea spatio-temporală a proceselor microcosmice diferă 

calitativ de cea prevăzuta de mecanica clasică. Certitudinea este înlocuită cu 

probabilitatea, iar determinismul clasic cu determinismul statistic. 

AplicaŃii 

 

7.27.  Să se calculeze valoarea deplasării Compton λ∆  şi a unghiului 

θ  sub care este difuzat un foton, dacă se ştie că lungimea de undă a fotonului 

incident este 03,0=λ Å, iar viteza electronului de recul este c6,0=V . 

Rezolvare: 

2
sin

cm
h

2 2

o

θ=λ∆  (1) 

2

hchc 2
ovm=

λ∆+λ
−

λ
 (2) 

Din (1) si (2)  =>  
1

m

hc2
22

−
βλ

λ=λ∆

co

; 

425,0
2

sin2 =θ
; 6,0

c

v ==β  

0086,0=λ∆ Å;  o50≈θ . 
 

7.28.În spaŃiul cosmic un electron se apropie de un proton. 

Considerând energia totală a electronului la distanŃa infinit de mare de proton 

egală cu zero, să se determine lungimea de undă a undei asociate electronului 

la distanŃa m2=r  de proton. 

R:  

7.29.  Un fascicul de electroni cade pe suprafaŃa unui monocristal sub 

un unghi de o60 . Observarea electronilor reflectaŃi se face sub un unghi egal 

cu unghiul de incidenŃă. Să se calculeze primele trei valori ale diferenŃei de 

potenŃial acceleratoare pentru care se observă o reflexie maximă a 

electronilor. Constanta reŃelei cristaline este 2=d Å. 

R: ;   
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7.30. Pe suprafaŃa unui cristal cade un fascicul monocromatic de 

electroni, sub unghiul o30=θ . Ştiind că după reflexie dau imagini de 

interferenŃă de ordinul 2, să se calculeze viteza şi potenŃialul de acceleraŃie al 

electronilor. DistanŃa dintre planele cristaline este de 5,2 Å. 

R:  

7.31. Într-o configuraŃie a substanŃei durata de viaŃă a stării 

fundamentale este infinită, pe când durata de viaŃă a unei stări excitate este 

foarte mică. Există nuclee a căror stări excitate au s10 30−=∆t  la o energie de 

ordinul J10 14−≈ . Să se calculeze: 

a) imprecizia corespunzătoare energiei în stare fundamentală; 

b) imprecizia *W∆  şi ** /WW∆  în stare excitată considerată. 

R: / =10%. 

7.32. Un atom emite o radiaŃie cu lungimea de undă 6000=λ  Ǻ, 

timpul în care are loc emisia fiind de ordinul a s10 9− . 

a) să se calculeze imprecizia în determinarea lungimii  

de undă 6000=λ Å. 

b) cu ce precizie poate fi localizat fotonul pe direcŃia sa de mişcare? 

R:  

7.33. Să se determine valoarea cu care se modifică lungimea de undă 

ca urmare a efectului Compton, dacă lungimea de undă corespunzătoare 

fotonului incident λ = 0,03 Å, iar viteza electronului de recul reprezintă 0,6 c. 

R: ∆λ = 0,013Å. 

 

7.34. La studiul spectrului hidrogenului obŃinut cu ajutorul unei reŃele 

de difracŃie având perioada d = 2⋅10-6 m se observă că una din liniile 

spectrale ale seriei Balmer, de ordinul doi, corespunde unghiului θ = 30º. Să 

se determine cărei tranziŃii îi corespunde această linie. RH = 1096,77 m-1. 

R: n = 4. 
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8.  MECANICA CUANTIC Ă 

 

Mecanica cuantică a rezultat din cercetările mecanicii ondulatorii a lui 

Broglie-Schrödinger în paralel cu mecanica matriciala a lui Heisenberg şi se 

ocupa cu mişcarea microparticulelor şi a proceselor ce au loc între acestea. în 

mecanica ondulatorie (unde Schrödinger a continuat lucrările lui de Broglie) 

descrierea proprietăŃilor microparticulei, respectiv ale sistemelor 

microscopice se fac cu ajutorul undei asociate, reprezentata printr-o funcŃie 

de undă, care satisface ecuaŃia diferenŃiala a lui Schrödinger. 

 

8.1. Postulate ale mecanicii cuantice 

 

Se consideră o particulă liberă, care se mişcă după o anumită direcŃie, 

având impulsul p
r

 şi energia W . Impulsul şi energia sunt mărimi fizice 

compatibile, pentru că sunt simultan măsurabile. 

Unda asociată particulei libere este unda plană de Broglie: 

( ) ( ) ( )rpWt
i

rkti AAtr
rr

h
rr

r ⋅−−⋅−ω− ==Ψ expexp, , (8.1) 

unde: 

s,J10054,1
2

h 34 ⋅⋅=
π

= −
h   

h  fiind constanta lui Planck. 

Conform ipotezei lui de Broglie, pentru unda asociata particulei libere 

sunt valabile aceleaşi relaŃii ca şi pentru unda luminoasa asociata fotonului: 

;h ω=ν= hW   

,
2

h
h

kp kk

r
h

rrr ⋅=µ⋅
λ
π=µ

λ
=  (8.2) 

unde k
r

 este vectorul de undă, având sensul versorului kµr  al normalei la 

planul de undă. 

FuncŃia de undă (8.1) descrie o stare proprie a particulei libere, 

definită prin valoarea proprie W  a energiei particulei şi prin valoarea proprie 

p
r

 a impulsului particulei. Valorile proprii W  şi p
r

 se obŃin din funcŃia de 



 143

undă (8.1.) prin derivarea ei în raport cu timpul, respectiv prin calcularea 

gradientului ei, adică: 

( ) ( )












=













∂
∂ ⋅−−⋅−− rpWt

i
rpWt

i

AWA
t

i
rr

h

rr

hh expexp ; (8.3) 

 

( ) ( )












=












∇−

⋅−−⋅−− rpWt
i

rpWt
i

ApAi
rr

h

rr

hh expexp . (8.3’) 

Prin operaŃiile 
t

i
∂
∂

h  şi ∇− hi , efectuate asupra funcŃiei de undă a 

particulei, care este o funcŃie proprie a energiei W şi a impulsului p
r

, se 

reproduce funcŃia de undă, având ca factor valorile proprii W  ale energiei şi 

p
r

 a impulsului particulei. 

Operatorii energiei şi impulsului sunt: 

t
iW

∂
∂= hˆ . (8.4) 

 









µ

∂
∂+µ

∂
∂+µ

∂
∂−=∇−= zyx zyx

iip
rrr

hh
r̂

.  

Introducând expresiile (8.4) în relaŃia (8.3) rezultă egalităŃile: 

;,,ˆ pWpW WW
rr Ψ=Ψ  

pppp WW
rrrr

,,ˆ Ψ=Ψ . 
(8.5) 

RelaŃiile (8.5) permit calcularea energiei şi a impulsului particulei, 

când pW
r

,Ψ  este cunoscută, dar pot folosi şi la determinarea funcŃiei de undă. 

Valorile proprii ale energiei şi impulsului particulei sunt valorile 

proprii ale operatorilor Ŵ  şi p̂
r

, iar funcŃia de undă pW
r

,Ψ  este funcŃia 

proprie comuna a acestor operatori, corespunzătoare valorilor proprii  

W  şi p
r

. 

În mecanica cuantică, mărimile fizice sunt reprezentate matematic 

prin operatori, iar valorile obŃinute la măsurarea mărimilor fizice sunt valorile 

proprii ale operatorilor respectivi. 
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8.2. Momentul cinetic în mecanica cuantică 

 

Momentul cinetic este definit în mecanica cuantică ca şi în fizica 

clasica, cu deosebirea că r̂
r

 şi p̂
r

 sunt operatori. 

( )∇×−=×= riprl
r

h
rrr
ˆˆˆ

. (8.6) 

Componentele operatorului moment cinetic sunt: 










∂
∂−

∂
∂−=−=

y
z

z
yipzpyl yzx h

r
ˆˆˆˆˆ

; 










∂
∂−

∂
∂−=−=

z
x

x
zipxpzl zxy h

r
ˆˆˆˆˆ ; 










∂
∂−

∂
∂−=−=

x
y

y
xipypxl xyz h

r
ˆˆˆˆˆ

. 

(8.7) 

Operatorul pătrat al momentului cinetic este: 

2222 ˆˆˆˆ
zyx llll ++= . (8.8) 

Operatorii definiŃi în expresiile (8.7) şi (8.8) satisfac relaŃiile de 

comutare: 

[ ]
[ ]
[ ] .ˆˆ,ˆ

;ˆˆ,ˆ

;ˆˆ,ˆ

yxz

xzy

zyx

lill

lill

lill

h

h

h

=

=

=

 (8.9) 

 

0
ˆ

,ˆˆ
,ˆˆ

,ˆ 222 =




=





=





 llllll zyx

rrr
. (8.10) 

Din relaŃiile (8.9) rezultă că yx ll ˆ,ˆ  şi zl̂  nu sunt comutativi deci nu 

posedă o funcŃie proprie comună. 

ProiecŃiile momentului cinetic: ,ˆ,ˆ,ˆ
zyx lll  nu pot avea simultan valori 

determinate. Din relaŃia (8.10) se observă că operatorul 2ˆ
l
r

 are funcŃii proprii 

comune cu operatorul fiecăreia dintre proiecŃiile sale. Rezulta că pătratul 
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momentului cinetic şi numai una din proiecŃiile sale pot avea simultan valori 

determinate. 

Folosind coordonatele sferice se găseşte că 2ˆ
l
r

 şi zl  sunt cuantificaŃi 

putând lua valorile: 

( ) [ ]
[ ]....,,1,0;

...,,2,1,0;1 22

lmml

nllll

z ±±∈=
∈+=

h

h
r

 (8.11) 

Numărul cuantic l , numit numărul cuantic orbital, este numărul care 

exprimă cuantificarea modului momentului cinetic, pe când numărul cuantic 

m  exprimă cuantificarea componentei pe OZ  a momentului cinetic, 

respectiv a componentei pe OZ  a momentului magnetic orbital şi se numeşte 

număr cuantic magnetic. 

 

8.3. EcuaŃia lui Schrödinger pentru mişcarea nerelativistă 

 

Mi şcarea unei particule de masa m  şi energie W , care nu este supusă 

unui câmp de forŃe căreia în procesul mişcării îi este asociata o undă de 

Broglie, este descrisă prin funcŃia de undă ce se propaga cu viteza de faza ν  

şi care este produsul a doi factori:  

( ) ( ) tiezyxtzyx ω−⋅Ψ=Ψ ,,,,, . (8.12) 

FuncŃia de undă (8.12) trebuie sa satisfacă ecuaŃia undelor: 

0
1

2

2

22

2

2

2

2

2

=
∂

Ψ∂−
∂

Ψ∂+
∂

Ψ∂+
∂

Ψ∂
tvzyx

. (8.13) 

Din relaŃia (8.14) rezultă că: 

( ) ( ).,,,
4

,,,
2

2
2

2

2

tzyx
T

tzyx
t

Ψπ−=Ψω−=
∂

Ψ∂
. (8.14) 

În acest caz: 

( ) ( )tzyxtzyx
vTvt

,,,
4

,,,
41

2

2

22

2

22

2

Ψ
λ
π=Ψπ=

∂
Ψ∂− . (8.15) 

Înlocuind în expresia (8.15) factorul λ  prin relaŃia lui de Broglie  

( 1ν , este viteza particulei), 1/ νλ mh= , se obŃine: 
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( ) ( )tzyx
mvm

tzyx
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,,,
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h
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








π

=Ψπ=
∂

Ψ∂− . 
(8.16) 

Dacă se consideră mişcarea particulei într-un câmp de forŃe exterioare 

rezultă relaŃia: 

UW
mv −=

2

2
1   

şi 

( ) ( )tzyxUW
m

tv
,,,

21
22

2

2 Ψ−=
∂

Ψ∂−
h

. (8.17) 

Introducând în (8.13) relaŃia (8.17) se obŃine: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,0,,,
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,,,,,,
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 (8.18) 

sau:  

( ) ( ) ( ) 0,,,
2

,,,
2

=Ψ−+∆Ψ tzyxUW
m

tzyx
h

. (8.6) 

Expresia (8.18.) reprezintă ecuaŃia nerelativistă a lui Schrödinger, 

deoarece c1 <<ν . 

Înlocuind relaŃia (8.10) în (8.16) se obŃine: 
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sau: ( ) ( ) ( )zyxUW
m

zyx ,,
2

,,
2

Ψ−−=∆Ψ
h

. (8.19) 

EcuaŃia atemporala a lui Schrödinger depinde de coordonatele 

spaŃiale: 
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Se poate utiliza şi funcŃia de undă: 

( ) ( ) t
W

zyxtzyx
⋅−

⋅Ψ=Ψ h
πi2

e,,,,, . (8.20) 

deoarece: πν=ω 2 , iar 
h

W=ν . 

Prin derivarea relaŃiei (8.20) în raport cu timpul, rezultă: 

( ) ( ),,,,
h

2,,,
tzyxW

i

t

tzyx Ψπ−=
∂

Ψ∂
 (8.21) 

de unde se obŃine expresia energiei W , care introdusa în (8.18), se obŃine 

relaŃia: 

( ) ( ) ( ) ⇒=Ψ−
∂

Ψ∂+∆Ψ 0,,,
2,,,2

,,,
2

tzyxU
m

t

tzyxim
tzyx

hh
  

.
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Ψ+∆Ψ−=
∂
Ψ∂

⇒ U
mt

i
h

h  (8.22) 

EcuaŃia temporala a lui Schrödinger (8.22) este utilă în descrierea 

proceselor în care energia potenŃială U  este funcŃie de coordonate şi de timp. 

EcuaŃiile (8.19) şi (8.22) reprezintă postulatele în mecanica cuantica 

la fel ca postulatele lui Newton în mecanica clasică. 

 

AplicaŃii 

 
8.1. Fie un operator F̂  nehermitic. În ce caz operatorul F̂ 2 este 

hermitic? 
 

Rezolvare: 
Se consideră operatorul F̂  sub forma: B̂iÂF̂ += , unde Â  şi B̂  sunt 

hermitici. 

 )ÂB̂B̂Â(iB̂ÂF̂ 222 +⋅+−=  

Dacă 0ÂB̂B̂Â =+ , atunci operatorii Â  şi B̂ , aşa-zisele părŃi 
hermitică şi antihermitică ale operatorului F̂  anticomută, iar F̂ 2 este hermitic 

 

8.2. Se consideră trei operatori Â , B̂  şi Ĉ . Să se exprime comutatorul 

produsului Â B̂  cu Ĉ  cu ajutorul comutatorilor [Â , Ĉ .] 
 
Rezolvare: 

B̂]Ĉ,Â[]Ĉ,B̂[ÂB̂ÂĈB̂ĈÂB̂ÂĈĈB̂Â]Ĉ,B̂Â[ +=−+−=  
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Analog,  ]Ĉ,Â[B̂Ĉ]B̂,Â[]ĈB̂,Â[ +=  

 
8.3. Fie un operator F̂  oarecare. Să se arate că acest operator se poate 

scrie sub forma: B̂iÂF̂ += , unde Â  şi B̂  sunt operatori hermitici 

 
Rezolvare: 

i2
F̂F̂

B̂;
2
F̂F̂

Â
++ −=+=  

 
8.4. Să se demonstreze legea de distribuŃie a comutatorilor 

[ ]∑∑∑ =












k,i
ki

k
k

i
i B̂,ÂB̂,Â  

 
Rezolvare: 

[ ]∑∑∑∑∑∑∑ =−=












k,i
ki

i
i

k
k

k
k

i
i

k
k

i
i B̂,ÂÂB̂B̂ÂB̂,Â  

 
 8.5. a) Să se scrie ecuaŃia lui Schrodinger pentru o particulă cuantică 

ce se mişcă sub acŃiunea unei forŃe elastice de constantă elastică .k  
          b) Să se scrie ecuaŃia lui Schrodinger pentru o particulă 

cuantică încărcată  
electric cu sarcina 1q  ce se mişcă într-un camp coulombian creat de 

sarcina 2q . 

 
Rezolvare:  

EcuaŃia lui Schrodinger atemporală şi unidimensională este: 

  ( ) ( )( ) ( ) 0
2

2
0'' =−+ xxU

h

m
x ψεψ  

a) PotenŃialul din care derivă forŃa elastică este: 

  ( ) .
2

1 2kxxU =  

EcuaŃia Schrodinger capătă forma: 

  ( ) ( ) .0
2

12 2
2

0'' =
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

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 −+ xkx
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m
x ψεψ  

b) PotenŃialul pentru problema propusă este: 
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EcuaŃia Schrodinger capătă forma: 
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8.6. Care dintre soluŃiile ecuaŃiei Schrodinger se numesc staŃionare? Să 

se arate că ele se obŃin doar în cazul în care energia potenŃială U nu depinde 
de timp. 

 
Rezolvare:  

Dacă energia potenŃială U nu depinde explicit de timp, ecuaŃia 
temporală a lui Schrodinger: 

  
( ) ( ) ( )trUtr

h

m

t

tr
hi ,,

2,
2

0 rr
r

Φ−∆Φ=
∂

Φ∂
, 

poate fi rezolvată prin metoda separării variabilelor. Se caută soluŃii 
de forma: 

   ( ) ( ) ( )., tfrtr
rr ψ=Φ  

Fiind soluŃii ale ecuaŃiei Schrodinger pe care o verifică, se introduce 
în ecuaŃie şi după câteva calcule se obŃine: 

   ( ) ( ) h

t
i

nn

n

ertr
ε

ψ
−

=Φ rr
,  

unde ( )rn

rψ  sunt funcŃiile proprii, iar nε  sunt valorile proprii ale 

operatorului energie. 
Din forma funcŃiei de stare se observă că dependenŃa de timp a 

acesteia este de tip armonic. Densitatea probabilităŃii de localizare a particulei 
cuantice în spaŃiul fazelor este dată de pătratul modulului funcŃiei de stare: 

   ( ) ( ) ( )trtrtr ,,, *2 rrr ΦΦ=Φ  

unde ( )tr ,* rΦ  reprezintă funcŃia complex conjugată a funcŃiei de stare. 
Se observă că această densitate nu depinde de timp. SoluŃiile de tipul celor 
găsite mai sus descriu stări staŃionare. 

 
8.7. Să se determine cum se va modifica funcŃia de stare ce descrie 

stările staŃionare, dacă energia potenŃială creşte cu o cantitate constantă 
oarecare U∆ . 

 
Rezolvare:  

VariaŃia energiei potenŃiale cu o cantitate constantă oarecare U∆  va 
provoca schimbarea originii energiilor. Valorile proprii ale ecuaŃiei 
Schrodinger: 

  ( ) ( )[ ] ( ) 0
2

2
0 =−+∆ rrU

h

m
r

rrr ψεψ  

se vor modifica cu aceeaşi cantitate U∆ . În consecinŃă diferenŃa 
( )rU
r−ε  nu se va modifica şi forma funcŃiei proprii ( )r

rψ  rămâne 
neschimbată. Se va modifica doar factorul temporal din funcŃia de stare: 

   ( ) ( )
( )

h

tU
i n

ertr
∆+

−
=Φ

ε

ψ rr
,  

Sens fizic are pătratul modulului funcŃiei de stare şi în consecinŃă 
variaŃia energiei potenŃiale cu o cantitate constantă oarecare U∆  nu va 



 150

provoca nici o schimbare în ceea ce priveşte localizarea particulei cuantice în 
spaŃiul fazelor. 

 
8.8.  Fie un operator F

)
 nehermitic. În ce caz operatorul F

)
² este 

hermitic? 

 

8.9.  Să se demonstreze legea de distribuŃie a comutatorilor 

(comutatorul sumei este egal cu suma comutatorilor). 

[ ]∑=





∑ ∑

ki
bi

i k
ki BABA

,
,,
))))

 

 

8.10.  Se consideră trei operatori BA ˆ,ˆ si Ĉ . Să se exprime comutatorul 

produsului BA ˆˆ  cu Ĉ  cu ajutorul comutatorilor [ ]CA ˆ,ˆ  si [ ]CB ˆ,ˆ . 

 

9. FIZICA ATOMULUI ŞI MOLECULEI 

9.1. Serii spectrale 

Spectograful cu prismă dispersează un fascicul de lumina într-un 

spectru. Dacă sursa de lumina este un solid sau un lichid incandescent, 

spectrul este continuu, iar dacă sursa este un gaz prin care trece un curent 

electric de descărcare, spectrul este un spectru de linii. Lungimile de undă ale 

liniilor sunt caracteristice elementului care emite lumina. Structura de linii a 

spectrului se continua atât în regiunea ultravioleta, cât şi în cea infraroşie, 

unde pentru defectare sunt necesare metode fotografice. 

Johann Jakob Balmer a găsit formula care da frecventele unui grup de 

linii emise de hidrogenul atomic. În anumite condiŃii de excitare, hidrogenul 

atomic poate sa emită un şir de linii care se numeşte serie spectrala. Balmer a 

stabilit că lungimile de undă ale acestor linii sunt date de : 

,
1

2

1
R

1
22 






 −=
λ n

 (9.1) 

unde λ  este lungimea de undă, R constanta lui Rydberg iar n  are valorile 

întregi 3, 4, 5 etc. 

Lyman, Paschen, Brackett, Pfund au descoperit şi alte serii spectrale 

ale hidrogenului după cum urmează: 
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Seria Lyman: 






 −=
λ 22

1

1

1
R

1

n
, ...3,2=n , (9.2) 

Seria Paschen: 






 −=
λ 22

1

3

1
R

1

n
, ...5,4=n  ...6,5=n , (9.3) 

Seria Brackett: 






 −=
λ 22

1

4

1
R

1

n
, ...6,5=n , (9.4) 

Seria Pfund: 






 −=
22

1

5

11

n
R

λ
, ...7,6=n  (9.5) 

 

Formula (9.1) scrisa în funcŃie de frecventa luminii este: 

2222

Rc

2

Rc1

2

1
Rc

nn
−=







 −=ν  (9.6) 

Fiecare din fracŃiile aflate în membrul drept al relaŃiei (9.6) se 

numeşte termen spectral. În câteva cazuri simple ca hidrogenul, heliu simplu 

ionizat, litiul dublu ionizat, valorile numerice ale termenilor spectrali pot fi 

calculate din consideraŃii teoretice, dar pentru atomii complecşi ele trebuie 

determinate experimental din analiza spectrelor. 

Cheia întregii spectrelor atomice o constituie conceptul de nivel 

atomic de energie. Astfel problema fundamentala a spectroscopului este sa 

determine nivele de energie ale unui atom din valorile măsurate ale 

lungimilor de undă ale liniilor spectrale emise, atunci când atomul trece de la 

un set de nivele de energie, la altul. Nivelele de energie rezultate din analiza 

spectrelor atomice au fost tabelate sau reprezentate cu ajutorul unor 

diagrame. Nivelul de energie minima se numeşte stare fundamentala, iar toate 

nivelele superioare se numesc stări excitate. O linie este emisa atunci când 

atomul trece din stare excitata într-una mai joasa, iar la trecerea atomului din 

stare normală într-o stare excitata, linia spectrala este absorbita. 

 
9.2. Atomul lui Bohr 

 
Pentru a înŃelege structura atomilor şi legătură dintre structura 

atomica şi spectrele atomice este necesara o abatere radicală de la principiile 
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stabilite ale mecanicii clasice şi ale electromagnetismului. În teoria lui Bohr, 

aceasta s-a realizat cu ajutorul a doua postulate: 

1.  Electronii se pot mişca în atomi numai pe anumite orbite pe care 

au energii determinate, numite orbite staŃionare. AflaŃi pe aceste orbite, ei 

nici nu radiază, nici nu absorb unde electromagnetice. 

2.  Atomul emite sau absoarbe radiaŃii, sub forma de fotoni, numai la 

trecerea electronilor de pe o orbita pe alta. frecventa radiaŃiei emise sau 

absorbite se obŃine din egalitatea energiei fotonului emis cu valoarea absoluta 

a diferenŃei energiilor electronului de pe orbita iniŃială şi cea finală: 

fi WW −=νh . (9.7) 

Teoria lui Bohr nu este consecvent cuantica pentru că mişcarea 

electronului pe orbita este studiată folosind dinamica clasica. Bohr a găsit 

orbitele staŃionare, impunând orbitele aflate pe baza mecanicii clasice 

anumite condiŃii de cuantificare. Pentru a se arata în ce constau aceste 

condiŃii de cuantificare, se analizează un sistem fizic format dintr-un nucleu 

cu sarcina Ze+  în jurul căruia se învârte un electron. Un astfel de sistem se 

numeşte atom hidrogenoid. 

În teoria lui Bohr, se iau în consideraŃie numai orbitele circulare. 

CondiŃia de cuantificare pentru orbitele circulare, formulata de Bohr, arata că  

momentul cinetic orbital al electronului este un multiplu întreg de h/2π  

adică: 

,
2

h
me hnnvr =

π
=  ...3,2,1=n , (9.8) 

unde me şi rn reprezintă masa electronului respectiv raza orbitei staŃionare, iar 

n este numărul cuantic. 

Mişcarea electronului pe un cerc, în jurul nucleului, se datoreşte forŃei 

de atracŃie a electronului de către nucleu, forŃa care reprezintă forŃa centripeta 

adică: 

r

v

r

2
e

2
0

2 m

4

Ze =
πε

. (9.9) 

Din relaŃia (9.9) rezulta că energia cinetică poate fi scrisa sub forma: 



 153

r

Zev

0

22
e

82

m

πε
=   

În câmpul electrostatic creat de nucleu, electronul are energia 

potenŃială: 

r

Z
U

0

2

4

e

πε
−= . (9.10) 

Energia totala a electronului este:  

r

Z
W

0

2

8
e

πε
−= . (9.11) 

Din relaŃiile (9.8) şi (9.9) se obŃine: 

;
1

em

h1 2
02

e

0
2

2 na
Z

n
Z

rn =
π

ε= ...3,2,1=n , (9.12) 

unde: ,1053,0
em

h 10
2

0

0
2

10 mra H
−⋅=

π
ε==  reprezintă raza primei orbite Bohr 

pentru atomul de hidrogen. 

Fiecărei valori permise a razei (9.12) îi corespunde o valoare permisa 

a vitezei, care rezulta din expresiile (9.9) şi (9.12) adică: 

;
2hε
e1

0

2

n
Zvn = ...3,2,1=n .  

Înlocuind relaŃia (9.12) în (9.11) se obŃine formula pe a n-a orbita 

staŃionara: 

;
1

h8

em
222

0

4
e2

n
ZWn ⋅

ε
−=  ...3,2,1=n . (9.13) 

Pe baza celui de-al doilea postulat al lui Bohr, din relaŃia (9.13) pentru 

frecventa nn′ν  rezultă expresia: 










′
−=−′

=ν ′ 2232
0

4
e2 11

h8ε
em

h nn
Z

WW nn
nn . (9.14) 

Pentru 1=Z , se obŃine formula lui Balmer, cunoscându-se că: 

c
~ nn

nn

′
=ν ′ .  

Teoria lui Bohr a permis legarea valorii constantei lui Rydberg de 

constanta lui Planck, adică: 
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ch8ε
em

22
0

4
0=HR . (9.15) 

RelaŃia (9.15) conduce la valori destul de apropiate de cele 

determinate experimental. 

 

9.3. ExperienŃa Franck–Hertz. InsuficienŃele teoriei lui Bohr 

James Franck şi Gustav Hertz au confirmat experimental că stările 

energetice ale atomilor sunt discrete (fig.9.1). La emiterea unui fascicul de 

electroni prin vapori de mercur, în cazul în care energia electronilor este mai 

mica de V9,4 , ciocnirile electronilor cu atomii de mercur nu influenŃează 

intensitatea curentului anodic AI  Când energia electronilor devine egala cu 

eV9,4  apare o scădere brusca a curentului. Valoarea curentului anodic scade 

brusc pentru orice creştere a potenŃialului accelerator cu V9,4 , ceea ce 

dovedeşte că atomii de mercur, în urma ciocnirii lor cu electronii acceleraŃi 

din tub, nu pot primi de la aceştia decât valori egale cu un multiplu întreg 

de eV9,4  (fig.9.2). 

 

 

Figura 9.1 

 

Figura 9.2 

 

Dacă se consideră că energia atomului de mercur în stare 

fundamentala este 0W , iar valoarea energiei acestuia în stare excitata este: 

eVWW 9,401 += , 

Atunci pentru eVW 9,4<  energia electronilor nu este suficienta 

pentru a aduce atomii în stare excitata, ciocnirile fiind elastice. Dacă 

eVW 9,4> , electronii din fascicul pot da energia de eV9,4  atomilor de 

mercur şi astfel curentul suferă o scădere brusca ş.a.m.d. 
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Atomii de mercur emit prin dezexcitare o radiaŃie monocromatica cu 

lungimea de undă calculata din condiŃia de cuantificare a lui Bohr: 

2537
hcc =

−
⋅=

ν
=λ

′′ nnnn WW
 Å,  

revenind apoi în starea fundamentală. 

Succesele teoriei lui Bohr constau în faptul că se pot explica seriile 

spectrale de atomul de hidrogen şi de ionii hidrogenoizi. De asemenea, 

permite calcularea constantei lui Rydberg şi dă o valoare satisfăcătoare 

pentru energia de ionizare. 

Postulatele lui Bohr permit însa determinarea nivelelor energetice ale 

atomilor mai complicaŃi, începând chiar cu atomul de heliu. În cazul 

metalelor alcaline, cu un singur electron de valenŃa, teoria lui Bohr nu poate 

explica spectrul de dubleti şi nu permite evaluarea liniilor spectrale. 

Insuccesul se datoreşte faptul că ea nu este nici consecvent clasică şi nici 

consecvent cuantică, deoarece se consideră mişcarea electronului pe o orbita 

perfect determinata, dar se cuantifica energia, impulsul şi raza orbitei. 

Modelul lui Bohr a fost ulterior îmbunătăŃită de Sommerfeld care a 

considerat că electronul se mişca în jurul nucleului pe orbite eliptice. Aceste 

teorii au făcut un pas în cunoaşterea structurii atomului arătând necesitatea 

unor legi cuantice în studiul sistemelor microscopice. 

AplicaŃii  

 9.1. Cunoscând constanta de ecranare σ = 1,65 pentru aluminiu, să se 
afle pentru care tranziŃie se obŃine linia K, cu lungimea de undă λ = 7,97⋅10-

10 m. Se dau: ZAl = 13; R = 1,09737⋅107 m-1.  
 

Rezolvare: 

 






 −σ−=
λ 22

2

n

1

1

1
)Z(R

1
 

 111,0
)Z(R

1
1

n

1
22

=
σ−λ

−=  

 3n;9n2 ==  

TranziŃia este: n = 3 → n =1. 
 
 

9.2. AdmiŃând că în interiorul că în interiorul unui atom hidrogenoid 
mişcarea nerelativistă a electronilor are loc pe orbite circulare ce satisfac 



 156

condiŃia de cuantificare λnl n = , să se stabilească valorile posibile ale 

momentului cinetic, vitezei şi energiei totale a electronilor, precum şi ale 
razelor orbitelor (modelul Bohr). 

 
Rezolvare:  

cfe FF = ⇒

n
nn

n

n

n

vm

h
nnr

r

vm

r

Ze

0

2
0

2
0

2

2

4

==⋅

=

λπ

πε
 

Se rezolvă sistemul şi se obŃine: 

h

Ze

n
vn

0

2

4

1

πε
=  

2
2

0

2
04

n
Zem

h
rn ⋅=

πε
 

hnvmrL nnn =×= rr
0  

( )
.

1

42

1
22

0

42
0

nh

eZm
potcinn πε

εεε −=+=  

 
9.3.Viteza electronilor care cad pe anticatodul unui tub de raze X 

reprezintă jumătate din viteza luminii. Să se determine lungimea de undă 

dinspre lungimile de undă mici ale spectrului continuu de raze X . Se dau 

1834 ms103cJs;106,62hc/2; −− ⋅=⋅==v  

 

 

  

9.4.  La studiul spectrului hidrogenului obŃinut cu ajutorul unei reŃele 

de difracŃie având perioada d=2·10-6m se observă că una din liniile spectrale 

ale seriei Balmer, de ordinul doi corespunde unghiului θ=30°. Să se 

determine cărei tranziŃii îi corespunde această linie.  
Se dă RH=1096,77·104m-1. 

R: n=4 

 

9.5.  Să se afle pentru care tranziŃie se obŃine linia k, cu lungimea de 

undă λ=7,97Ǻ, ştiind că pentru aluminiu, constanta de ecranare σ =1,65. Se 

dau ZAl=13, R=1,09737·107m-1. 
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R: n=3 → n=1. 

 

9.6.   Să se calculeze lucrul de ieşire a unui electron de pe pătura K a 

atomului de aluminiu. Se dau: Z = 13; R = 1,09737⋅107 m-1; σ = 1.65. 

R: Lieş = 2,805⋅10-22 J. 

 

9.4. Atomul hidrogenoid 

Un sistem fizic format dintr-un nucleu atomic şi un electron se 

numeşte atom hidrogenoid. Electronul aflat în câmpul electrostatic 

coulombian al nucleului, a cărui sarcina este + Ze, are energia potenŃială; 

( ) ,
4 0

2

r

Ze
rU

πε
−=r

 (9.16) 

care depinde doar de distanta r, dintre nucleu şi electron, 0ε  fiind 

permitivitatea vidului. 

Masa nucleului fiind mult mai mare decât masa electronului, se poate 

considera că nucleul rămâne practic fix, în originea sistemului de coordonare. 

Pentru a deduce stările cuantice ale atomului hidrogenoid trebuie rezolvata 

ecuaŃia lui Schrödinger care pentru potenŃialul dat de relaŃia (9.16) are forma: 

0
4

em2

0

2

2
e =ψ










πε
++ψ∆

r

Z
W , (9.17) 

unde me reprezintă masa electronului. 

În fizica matematică se demonstrează că ecuaŃia (9.17) admite soluŃii 

nebanale, univoce, continue şi mărginite, numai dacă energia W  are una din 

valorile: 

;
1

h8

em
222

0

42
e

n

Z
Wn ⋅

ε
−=  ...3,2,1=n . (9.18) 

FuncŃiile de undă ψ  ale stărilor staŃionare au în coordonate sferice 

ϕθ ,,r  expresia:  

( ) ( ) ( )ϕθ=ϕθψ ,,,min lmnl yrRr , (9.19) 

unde ( )rRnl  reprezintă partea radiala a soluŃiei şi ( )ϕθ ,lmy  sunt funcŃii 

sferice. 
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Numărul ...3,2,1=n  care cuantifică energia se numeşte număr cuantic 

principal. Numărul l  reprezintă numărul cuantic orbital şi poate lua valorile 

1...1,0 −= nl , iar numărul m  reprezintă numărul cuantic magnetic şi poate 

lua valorile lm ±±= ,...1,0 . 

 

9.5. Atomii alcalini 

În atomii alcalini, electronul de valenŃa se mişcă atât în câmpul 

electric al nucleului cât şi în câmpurile electrice produse de ceilalŃi electroni. 

Se constată experimental că energia de extragere pentru electronul de valenŃa 

este de 4-5 ori mai mica decât energia de extragere pentru un al doilea 

electron din atom. Deci, nucleul având sarcina electrică Ze+ , împreună cu 

cei ( )1−Z  electroni formează o structura relativ stabilă, având sarcina: 

( )( ) ee1e +=−−++ ZZ .  

Câmpul electric creat de “restul atomic” nu mai are o simetrie strict 

sferica, mai ales datorita faptului că electronul de valenŃa în mişcare sa 

deformează repartiŃia spaŃială a sarcinii din interior, care va căpăta un 

moment electric dipolar nenul. În aceasta situaŃie, electronul de valenŃa se 

mişca într-un câmp electric compus din câmpul de simetrie sferica şi câmpul 

electric dipolar, iar energia sa potenŃială este: 

( ) ...
4

ae
4

e
2

0

2

0

2

+
πε

⋅−
πε

−=
rr

rU . (9.20) 

Primul termen din expresia (9.20) este egal cu energia potenŃială a 

electronului în atomul de hidrogen iar al doilea termen reprezintă scăderea 

energiei  

potenŃiale a electronului, datorita câmpului electric dipolar indus, care 

produce o atracŃie suplimentară. 

Dacă se rezolva ecuaŃia lui Schrödinger pentru atomii alcalini, se 

găseşte că nivelele energetice vor fi apropiate de cele corespunzătoare ale 

atomului de hidrogen, fiind deplasate în jos cu o cantitate de număr cuantic l . 

Pentru atomul alcalin se găseşte că energia electronului de valenŃa este: 
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( )[ ]222
0

4
e

,
1

h8ε
em

ln
W ln σ+

⋅−= . (9.21) 

unde ( )lσ  este o corecŃie negativa, care scade în modul când creste l , adică: 

( ) ( )12

a
~

+
−σ

l
l   

În figura 9.3 sunt prezentate schemele nivelelor energetice ale 

atomului de hidrogen, respectiv ale atomului alcalin. Nivelul energetic 

caracterizat prin numerele cuantice ln,  se reprezintă prin simbolul nl , unde 

n  se înlocuieşte cu o cifra, iar pentru ...3,2,1,0=l  se folosesc 

notaŃiile fdps ,,,  

 

Figura 9.3 

TranziŃiile permise corespund regulilor de selecŃie: 

1,0;1 ±=∆±=∆ ml . (9.15) 

Pe baza schemei nivelelor energetice, cât şi a regulilor de selecŃie se 

pot determina frecvenŃele liniilor spectrale ale radiaŃiilor emise de atomii 

alcalini. 

 

9.6. Momentul magnetic orbital al electronului 

Considerăm că un atom hidrogenoid se afla într-un câmp magnetic 

omogen şi staŃionar, caracterizat prin vectorul B , îndreptat în lungul axei 

( )BBBBO zyxz === ,0 . 

Expresia hamiltonianului este dată de relaŃia: 
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( )22

e

22

e
0 m8

eˆˆ
m2

eˆˆ yx
B

BlHH ++⋅+=
rr

, (9.22) 

unde l
r̂
 este operatorul momentului cinetic al electronului şi 0Ĥ  este 

hamiltonianul în lipsa câmpului magnetic ( )0=B
r

. Termenii care conŃin pe B
r

 

exprimă o energie de interacŃiune între electron şi câmpul magnetic. Dacă 

energia de interacŃiune dintre un moment magnetic µ  şi un câmp magnetic 

este: 

∫ ⋅µ−=∆
B

BW

r

r

0
,d   

se obŃine: 

( ) ∫ ⋅µ−=∫ 







+−








−−=∆

BB

magn BBByxlH

rr

rrr

00

22

e

2

e

dˆd
4m
eˆ

2m
eˆ . (9.23) 

În relaŃia (9.23) expresia 

( )Byxl
rrr 22

e

2

e 4m

eˆ
2m

eˆ +−







−=µ , (9.24) 

reprezintă operatorul momentului magnetic al electronului. Acest operator 

conŃine operatorul momentului magnetic orbital: 

,ˆˆ
2m

eˆ
e

ll ll

rrr γ=







−=µ  (9.24, a) 

care se datoreşte mişcării orbitale şi operatorul momentului diamagnetic: 

( )Byxd

rr 22

e2m
eˆ +−=µ  (9.24, b) 

care este direct proporŃional şi de sens contrar vectorului B
r

. 

Operatorul moment magnetic orbital lµr  diferă de operatorul moment 

cinetic l
r
 prin factorul constant: 

,
2m

e

e

−=γ l   

numit raport megnetomecanic orbital. În acest caz au valori determinate 

simultan într-o stare cuantica, numai 2lµr  şi lzµ . Valorile proprii ale 
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operatorului pătratului momentului magnetic orbital, cât şi ale operatorului 

proiecŃiei sale pe Oz sunt: 

( ),1
4m

he

4m

e
2
e

22
2

2
e

2
2 +==µ llll

r
 ...3,2,1,0=l . (9.25) 

 

,
2m

e

2m

e

ee








−=−=µ h

ml zlz  lm ±±= ...,1,0 . (9.26) 

Se observă că proiecŃia pe Oz a momentului magnetic orbital este un 

multiplu întreg al momentului magnetic elementar, numit magnetonul Bohr-

Procopiu: 

224

e

1027,9
2m

e
mAB ⋅⋅==µ −h

. (9.27) 

Se observă că mărimea momentului magnetic orbital, cât şi mărimea 

proiecŃiei sale pe Oz sunt: 

( ) ...,1,0,1 =µ⋅+=µ lll Bl ,  

 

,Blz mµ−=µ  m = 0, ±1, … ± l, (9.28) 

În fizica clasică s-a prevăzut existenta momentului magnetic orbital şi 

a momentului diamagnetic, deoarece un electron în mişcarea sa orbitală 

reprezintă un curent electric închis şi în consecinŃa are un moment magnetic. 

Dacă un electron parcurge uniform o orbita circulara de raza r, momentul 

magnetic orbital este dat de expresia: 

,
2m

e

2 e

2
2 l

er

T

e
rSIl ⋅=ω=π==µ   

unde T  şi ω  sunt perioada respectiv viteza unghiulara a mişcării 

electronului, iar l  reprezintă momentul cinetic al electronului, adică: 

ll

rr ⋅−=µ
e2m

e
.  

Larmor a arătat că orice orbita electronică, aflata într-un câmp 

magnetic constant, realizează o precesie în jurul direcŃiei câmpului magnetic 

cu viteza unghiulară: 
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BL

rr
⋅=ω

e2m

e
, (9.29) 

numita viteza unghiulara Larmor. în general ω<<ωL . 

Langevin a arătat că datorita precesiei Larmor apare un moment 

magnetic suplimentar al electronului, opus câmpului magnetic, numit 

moment diamagnetic: 

( ) ByxB
rr pLp

d

rrr ⋅+−=⋅−=
ω

−=µ 22

e

2

e

22

4m

e

m4

e

2

e
,  

unde rp este raza mişcării de precesie a electronului. 

Deoarece precesia se face mult mai încet decât mişcarea orbitală, raza 

pr  este egală cu distanŃa electronului faŃă de axa Oz, în lungul căreia este 

orientat câmpul magnetic, adică: 222 yxrp += . 

 

9.7. Momentul cinetic propriu al electronului 

Electronul posedă o mişcare de rotaŃie în jurul propriei sale axe, 

numită spin electronic. Momentul cinetic de spin are aceeaşi proprietate ca şi 

momentul cinetic orbital, adică 2s  şi zs  pot fi măsurate simultan, cu 

precizie. Valorile proprii ale operatorilor 2ŝ  şi zŝ  sunt: 

( ) ;1 22
h+= SSS , (9.30) 

,...,,, ssmmS ssz +−=⋅= h   

Unde S este numărul cuantic de spin, iar ms este numărul cuantic 

magnetic de spin, putând lua 212 =+S  valori. 

Rezulta că : 
2

1=S , şi deci: 
2

1±=sm  

Caracteristicile momentului cinetic de spin sunt următoarele: 

( ) ;
2
3

1 hh
r

⋅=⋅+= SSS  (9.31, a) 

h
2

1±=zS  (9.31, b) 

Electronul are un moment magnetic propriu care este cuplat cu 

momentul cinetic propriu. Expresia acestuia este:  
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Sss

rr ⋅γ=µ , (9.32) 

unde constanta de cuplaj γs se numeşte raport magnetomecanic de spin al 

electronului.  

 

9.8. Momentul vectorial al atomului 

Dacă momentul cinetic l
r
 are modulul egal cu ( ) h⋅+1ll  iar 

proiecŃia lui Oz este h⋅m , unde xllm ,,...1,0 ±±=  şi yl  nefiind determinate, 

se considera un vector l
r

 de lungime ( ) h⋅+1ll , care efectuează o precesie 

în jurul axei Oz descriind un con, astfel încât înălŃimea conului să fie egala 

cu h⋅m . 

 

Figura 9.4 

 

În figura 9.4 este reprezentat momentul cinetic l
r
 pentru cazul 2=l  

conŃinând cele 512 =+l  posibilităŃi pentru zl . Dacă se analizează 

compunerea a două momente cinetice 1l
r
 şi 2l

r
, momentul cinetic rezultant 

este: 

21 llL
rrr

+= .  

Aceşti trei vectori au proprietăŃile definite de relaŃiile: 
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 (9.33) 

Rezulta că: 

21 mmm += . (9.34) 

În situaŃia în care se conservă lungimile vectorilor 21,ll , proiecŃiile 

lor pe L
r

, împreună cu 2L
r

 şi zl , se reprezintă vectorial astfel încât: vectorii 1l
r
 

şi 2l
r

 să efectueze o precesie în jurul lui L
r

 iar aceasta sa efectueze o precesie 

în jurul axei OZ  (fig.9.5). 

 

Figura 9.5 

Operatorul moment cinetic total al electronului este prin definiŃie: 

Slj ˆˆ rrr
+= . (9.35) 

Deci 2j  şi zj  sunt cuantificaŃi, admiŃând valorile proprii: 

( ) ;1 h
r

⋅+= jjj . (9.36) 

,...,,, jjmmj jjz −=⋅= h   

unde numărul cuantic j , numit număr cuantic intern poate lua valorile: 

....,, SlSlj −+=   

Deoarece numărul cuantic de spin are valoarea 2/1 rezulta că 
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.
2

1
,

2

1 −+= llj   

Regulile de selecŃie pentru numărul cuantic j  sunt: 

.1,0 ±=∆j  (9.37) 

Electronul posedă un moment magnetic orbital 
lµr  şi unul de spin sµr .  

Datorită anomaliei magnetice, momentul magnetic rezultat nu are aceeaşi 

direcŃie cu vectorul j
r

 căci: 

( ) ( ),2 **** SjSl BBsl

rrrrrrr +µ−=+µ−=µ+µ=µ  (9.38) 

unde *** ,, jSl
rrr

 sunt respectiv momentele cinetice orbital, de spin şi total, 

raportaŃi la h . 

Dacă j
r

 se conservă, vectorii l
r
, S
r

 şi µr  vor efectua o precesie în jurul 

lui j
r

 

(fig.9.6).  

 

Val

oarea 

medie a 

momentulu

i magnetic 

total 

coincide cu 

proiecŃia 

lui µr  pe 

j
r

 şi se 

conserva. Experimental se determină aceasta valoare medie folosind relaŃia: 

( ) .
1

**2*
*

*

exp 




 +

+
µ−=µ=µ=µ Sjj
jjj

j B
j

rrr
r

r
r

 (9.39) 

Din egalitatea: 

,*** Sjl
rrr

−=   

rezultă: 

 Figura 9.6 
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,2 **2*2*2* SjSjl
rrrrrr

⋅−+=   

iar: 

( ) ( ) ( )
.

2

111

2

2*2*2*
** +−+++=−+= llSSjjlSj

Sj

rrr
rr

 (9.40) 

Din expresiile (9.39) şi (9.40) se obŃine: 

( ),1+µ−=µ jjg Bjj  (9.41) 

unde: 

( ) ( ) ( )
( )12

111
1

+
+−++++=

jj

llSSjj
g j , (9.42) 

se numeşte factorul giromagnetic al lui Landé. 

 

9.9. Structura fină a liniilor spectrale 

Fiecare electron dintr-un atom, cu mai mulŃi electroni, executa doua 

mişcări, una orbitala şi una de spin, având în acelaşi timp un moment cinetic 

orbital şi un moment cinetic de spin. Dacă se notează cu kl
r̂

 şi kŜ
r

 operatorii 

corespunzători momentelor cinetice orbital şi de spin, ale electronului K, 

operatorul moment cinetic total al sistemului de electroni este: 

∑ 





 +=

k
kk Slj ˆˆˆ rrr

. (9.43) 

Dacă interacŃiunea dintre momentele cinetice orbitale, respectiv dintre 

momentele cinetice de spin este mai pronunŃată decât interacŃiunea spin-

orbita la nivelul fiecărui electron, momentele cinetice orbitale şi cele de spin 

se compun separat, dând momentele cinetice totale L
r

 şi S
r

, iar prin cuplarea 

acestora se obŃine momentul cinetic total j
r

. Acest fel de compunere a 

momentelor cinetice se numeşte cuplaj normal sau cuplaj LS  şi se aplică în 

genere atomilor nu prea grei. La atomii mai grei există o puternică 

interacŃiune spin-orbită, cuplajul numindu-se cuplaj JJ . În acest caz se 

însumează separat momentul orbital cu cel de spin pentru fiecare electron, iar 

apoi se însumează rezultatele obŃinând momentul cinetic total: 

∑=
k

kjJ
rr

 (9.44) 
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Pentru analiza spectrelor radiaŃiilor emise de atomii cu mai mulŃi 

electroni se studiază structura nivelelor energetice atomice. În multe cazuri, 

înŃelegerea structurii nivelelor energetice este posibila dacă se considera doar 

cuplajul LS . Numerele cuantice ale întregului sistem de electroni, 

MJSL ,,, , sunt respectiv numerele cuantice orbital, de spin, intern şi 

magnetic intern al sistemului. 

În situaŃia în care lipseşte interacŃiunea LS , energia totala depinde 

doar de numerele cuantice L  şi S, iar în prezenta acesteia, în locul unui nivel 

LS , apar mai multe nivele energetice având aceiaşi L  şi S dar cu J  diferiŃi. 

Aceste nivele sunt puŃin distanŃate între ele, având o structura de multiplet 

numita structura fina. Ordinul de multiplicitate al nivelului este determinat de 

numărul valorilor posibile ale numărului cuantic intern total 

SLSLJ −+= ,... . Dacă SL > , nivelul LS  se despica în 12 +S  nivele, iar 

dacă SL < , nivelul are multiplicitatea 12 +L . Pentru un J  dat, exista 12 +L  

stări pentru care JJMj +−= ,..... , ceea ce înseamnă că fiecare nivel din 

multiplet este de 12 +J  ori degenerat. 

Structura fină a nivelelor energetice atomice atrage după sine şi o 

structură fină de multiplet a liniilor spectrale. 

Regulile de selecŃie corespunzătoare sunt: 

,1,0 ±=⋅∆ J   

cu excepŃia tranziŃiei 00 =→= JJ . 

 

AplicaŃii 

9.7.  Pornind de la ecuaŃia Schrodinger atemporala pentru atomii 

hidrogenoizi, în coordonate sferice, să se deducă ecuaŃia diferenŃială pentru 

funcŃia de undă radială ( )xR . 

Rezolvarea ecuaŃiei Schrodinger în coordonate sferice este: 
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łinând seama de forma operatorului 2l
)

, se obŃine: 

ψ=ψ−ψ+
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SoluŃiile sunt de forma: ( ) ),()(,, ϕθ⋅=ϕθϕ YrRr , deoarece: 
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)

 ⇒  

⇒   
( )

0
m2

1
2

2
d
d

2
d

d
2

22

2

2

2

2
2 =







 +−+++ R
r

llZe
E

mr

r

R
r

r

R
r

o

h

h
 

 

9.8.  La studiul spectrului hidrogenului obŃinut cu ajutorul unei reŃele 

de difracŃie având perioada m105,2 6−⋅=d  se observă că una din liniile 

spectrale ale seriei Balmer, de ordinul doi corespunde unghiului o30=θ . Să 

se determine cărei tranziŃii îi corespunde această linie.  

Se dă 14
H m1077,1096R −⋅= . 

 

9.9.  Să se afle pentru care tranziŃie se obŃine linia k, cu lungimea de 

unda 97,6=λ Å, ştiind că pentru aluminiu, constanta de ecranare 65,1=σ . 

Se dau 13=AlZ ,  17 m1009737,1R −⋅= . 

 

9.10.  Într-un atom de hidrogen are loc tranziŃia de la starea cu n = 10 

la starea cu n = 1. Să se determine: a) energia, impulsul şi lungimea de undă a 

fotonului emis; b) viteza de recul a atomului la emisia fotonului. 

R:  a) W =13,5 eV; p = 4,5⋅10-8 kg⋅m/s; λ = 92 nm. 

      b) v = 4,5 m/s. 

 

9.11. Viteza electronilor care cad pe anticatodul unui tub de raze X 

reprezintă jumătate din viteza luminii. Să se determine lungimea de undă dinspre 

lungimile de undă mici ale spectrului continuu de raze X. Se dau: v = c/2;  

c = 3⋅108 m/s; h = 6,62⋅10-34 J⋅s; m0 = 9,1⋅10-31 kg. 

R: m1016 12
min

−⋅=λ . 
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9.10. Emisia şi absorbŃia radiaŃiei 

 

Excitarea şi ionizarea atomilor se poate realiza pe cale optică, pe cale 

termică sau pe cale electrică. Sistemele atomice pot trece de pe un nivel 

energetic pe altul prin tranziŃii radiative, emise sau absorbŃie de radiaŃie 

electromagnetică sau neradiative. 

Între stările energetice staŃionare ale unui sistem atomic pot avea loc 

tranziŃii, în sensul trecerii acestuia dintr-o stare energetica inferioara în alta 

superioara, când are loc un proces de absorbŃie de energie, sau dintr-o stare 

energetica superioara spre alta inferioara, când se emite energie Legea 

cuantică fundamentală a radiaŃiei este: unde iW  şi jW  reprezintă energia 

corespunzătoare celor doua stări staŃionare între care are loc tranziŃia. 

Această lege este valabilă atât în cazul nivelelor de energie cât şi în 

cazul când nivelele de energie formează o succesiune continua. TranziŃiile de 

pe nivele energetice superioare pe nivele energetice inferioare, care au loc de 

la sine, poartă numele de fenomene de emisie spontană. 

În afară de absorbŃia şi emisia radiaŃiei, o substanŃa poate sa producă 

şi împrăştierea radiaŃiei. Dacă o cuanta de radiaŃie având frecvenŃa 0ν  

ciocneşte un sistem atomic atunci radiaŃia împrăştiata are frecvenŃa: 

.
h0

kn WW −+ν=ν  (9.44) 

Dacă kn WW = , fenomenul se numeşte împrăştierea Rayleigh în mediu 

omogen sau împrăştierea Tyndall în mediu tulbure. În acest caz, interacŃia 

dintre cuanta de lumină şi sistemul atomic este elastică (fig. 9.7). 

 

Figura 9.7 Figura 9.8   Figura 9.9 

Dacă ciocnirea dintre cuanta de lumina şi sistemul atomic este 

neelastică, se întâlnesc două situaŃii: 
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1.  Când sistemul atomic trece din starea cu energie kW  în starea cu 

energia superioara nW  prin intermediul stării virtuale rW  (fig. 9.8). 

2.  Când sistemul atomic trece din starea kW  în starea cu energia 

inferioara nW  prin intermediul stării virtuale rW  (fig.9.9). 

În primul caz frecventa radiaŃiei împrăştiate este mai mica decât 

frecventa radiaŃiei incidente, iar linia spectrala se numeşte linie Stokes. 

În al doilea caz frecvenŃa radiaŃiei împrăştiate este mai mare decât 

frecventa radiaŃiei incidente, iar linia spectrală se numeşte linie anti-Stokes. 

Fenomenul în urma căruia radiaŃia împrăştiată îşi modifică frecvenŃa 

iar sistemele cuantice trec în alte stări energetice, se numeşte efect Raman sau 

difuzie combinată a luminii. 

Mărimea proporŃională cu puterea radiantă a unităŃii de volum este 

intensitatea liniei spectrale Numărul de fotoni emişi spontan în unitatea de 

timp şi de volum în urma tranziŃiilor dintre iW  şi kW  este: 

( ) ,iik
sp

ik nAz =  (9.45) 

unde in  reprezintă populaŃia nivelului energetic având valoarea iW  iar ikA  

este coeficientul lui Einstein pentru emisia spontană sau probabilitatea de 

emisie spontană. Prin populaŃia in i a unui nivel energetic iW  se înŃelege 

numărul sistemelor atomice din unitatea de volum care au energia iW .În 

general se măsoară intensităŃile relative a doua linii spectrale: 

T

jWiW

l

i

jl

ik

jl

ik

jl

ik

g

g

A

A

I

I kexp

−
−

⋅⋅
ν
ν= . (9.46) 

În realitate nivelele energetice sunt caracterizate printr-un interval de 

energie, iW  numit lărgime a nivelului, iar tranziŃiile au un interval îngust de 

frecvenŃe numit lărgime a liniei spectrale. Conform principiului de 

incertitudine a lui Heisenberg, în funcŃie de durata medie de viata aτ  unei 

stări excitate, se obŃine:  

τ2
h≥∆W . (9.47) 
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πτ
=∆=ν∆

4

1

h

W
. (9.48) 

Lărgimea liniei spectrale datorate timpului mediu de viata, poarta 

numele de lărgime naturala. Lărgimea naturala este proporŃională cu 

probabilitatea totala iA  a tranziŃiilor spontane de pe nivelul considerat pe 

toate nivelele energetice inferioare. 

iA
4

1=ν∆ . (9.49) 

TranziŃiile de pe nivele energetice superioare pe nivele energetice 

inferioare, care au loc sub acŃiunea unei cauze exterioare, poarta numele de 

fenomene de emisie stimulată. 

Dacă un ansamblu de sisteme atomice se află în prezenŃa unei radiaŃii 

cu densitatea de radiaŃie ( )νρ ; ele vor absorbi o anumita cantitate din energia 

radiaŃiei trecând în stări energetice superioare. Numărul de fotoni, ( )abs
kiz , 

absorbiŃi în unitatea de timp şi de volum este proporŃional cu populaŃia nk a 

nivel 

( ) ( )νρ= kki
abs

ki nBz , (9.50) 

unde kiB  se numeşte coeficientul lui Einstein pentru absorbŃie. 

Un ansamblu de sisteme atomice pot trece de pe un nivel energetic 

superior pe un nivel energetic inferior prin emisie stimulată, dacă se afla în 

prezenta unei radiaŃii externe având frecventa egala cu frecventa radiaŃiei 

rezultate prin tranziŃia între cele două nivele (fig. 9.11). 

 

 

 

 

Figura 9.10 

 

Figura 9.11 
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Numărul de fotoni ( )st
ikz , emişi stimulat în unitatea de timp şi de 

volum, este proporŃional cu populaŃia ni a nivelului superior şi cu densitatea 

de radiaŃie ( )νρ ; 

( ) ( )νρ= iik
st

ik nBz , (9.51) 

unde ikB  este coeficientul lui Einstein pentru emisia stimulata. 

RadiaŃia obŃinută prin emisie stimulata are aceeaşi frecvenŃă şi este în 

fază cu cea externă. RadiaŃia emisă stimulat poate să stimuleze ale tranziŃii. 

Acest fenomen conduce la amplificarea radiaŃiei incidente şi reprezintă 

principiul de funcŃionare al generatoarelor şi amplificatoarelor cuantice. 

Amplificarea radiaŃiei se obŃine când energia emisia este mai mare 

decât cea absorbită, adică: 

( ) ( ) 0>νρ⋅− Bnn ki . (9.52) 

Pentru nivelele care au acelaşi grad de degenerescenŃă, BBB kiik ==  

Realizarea condiŃiei ki nn > , numită inversiune de populaŃie, se poate 

obŃine prin metoda pompajului optic (fig. 9.11). RadiaŃia exterioară provenită 

de la un sistem special de lămpi este absorbită provocând tranziŃiile de pe 

nivelul 1W  pe 3W  (fig. 9.12, a). La saturaŃie, 13 nn ≈ , iar 23 nn > ,  

realizându-se inversiunea de populaŃie. 

 

Figura 9.12 

În cazul reprezentat prin figura 9.12, b, nivelul 2W  este metastabil, iar 

tranziŃiile neradiative de pe nivelul 3W  pe nivelul 2W  produc o acumulare pe 

nivelul 2W  şi în acest fel inversiunea de populaŃie fata de nivelul 1W . Pe 

lângă realizarea inversiunii de populaŃie, pentru obŃinerea amplificării 
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radiaŃiei este necesar ca pierderile în cavitatea în care are loc efectul laser sa 

nu depăşească puterea radiaŃiei obŃinute prin amplificare. Mediul activ în care 

sunt îndeplinite cele doua condiŃii poate sa fie solid, lichid sau gazos. 

RadiaŃia laser este coerentă, monocromatică, are intensitate foarte 

mare şi direcŃionalitate. 

 

9.11. RadiaŃia Röentgen 

 

 

În 

interiorul 

unui tub 

care 

conŃine 

gaz la 

presiuni 

mai mici decât 2m/N13,0 , se afla un filament care adus la incandescenta 

emite electroni prin efect termoelectric. Electronii acceleraŃi, lovesc anodul şi 

în acest fel se generează radiaŃii X care se propaga perpendicular pe suprafaŃa 

lui (fig. 9.15). 

Spectrul continuu apare ca rezultat al transformării energiei cinetice a 

electronilor în energie radianta, în procesul de frânare a acestora, în 

materialul anodului şi din aceasta cauza se numeşte şi spectrul de frânare. 

Spectrul continuu este limitat în domeniul lungimilor de undă mici, valoarea 

lungimii de undă minime depinzând de tensiunea de accelerare, adică: 

U

1

e

hc
min ⋅=λ . (9.53) 

Dacă tensiunea de accelerare a electronilor depăşeşte o anumita 

valoare critica, caracteristica materialului din care este confecŃionat anodul, 

atunci atomii acestuia emit un spectru de linii peste spectrul continuu. 

Spectrele X  discontinui se obŃin prin tranziŃiile electronilor din profunzimea 

atomului. Procesul de emisie a spectrului discontinuu consta în excitarea 

 

Figura 9.13 
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electronilor din păturile profunde ale atomilor de către electronii acceleraŃi şi 

apoi în redistribuirea electronilor atomului excitat. 

Procesul de excitare a unui electron de pe pătura K a unui atom “greu” 

nu poate avea loc decât prin aducerea lui pe una din stările periferice sau prin 

smulgerea lui din atom, deoarece păturile L, M sunt ocupate. Numărul de 

undă a radiaŃiei emise este: 

( ) ...,3,2;
1

1

1
R~

22
2

k =






 −σ−=ν n
n

Z . (9.54) 

RelaŃia (9.54) a fost versificata pe cale experimentala de Moseley. 

Deoarece numai o mica parte din energia electronilor incidenŃi este emisa sub 

forma de raze X, restul transformându-se în căldura, anodul supus 

bombardării se încălzeşte puternic şi din aceasta cauza trebuie confecŃionat 

dintr-un metal greu fuzibil. 

ProprietăŃile razelor X sunt: impresionează placa fotografică; produc 

fluorescenŃa unor substanŃe; sunt absorbite de substanŃe cu densitate mare; 

ionizează substanŃa; nu sunt deviate în câmpuri electrice şi magnetice; 

exercită asupra Ńesuturilor vii o acŃiune numita efect biologic. 

Când radiaŃiile X parcurg o substanŃa apare fenomenul de scădere a 

intensităŃii acestora numit atenuare, adică:  

,exp0
xII µ−=  (9.55) 

unde Io este intensitatea radiaŃiei incidente pe substanŃa, iar µ este 

coeficientul liniar de atenuare. 

difabs µ+µ=µ . (9.56) 

AplicaŃii 

 
9.12. Intensitatea unui fascicul îngust de radiaŃii scade de 8 ori după 

ce străbate un strat de plumb de grosime 4⋅10-2 m. Să se calculeze grosimea 
de înjumătăŃire. 

 
Rezolvare: 

x
0 eII µ−⋅= && ;  

8

I
I 0

&
& = ;  x

0
0 eI
8

I µ−⋅=
&

;  xe
8
1 µ−= ; xe8 µ+= ; 

x
8

8
1

xx8
ln

lnln =µ⇒
µ

=⇒µ=  
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1x
0

0 eI
2

I µ−⋅= &
&

;   .m0133,0
8
2

x
2

x1 =⋅=
µ

=
ln
lnln

 

 
9.13.  Să se calculeze grosimea unui strat de Pb care atenuează de zece 

ori intensitatea unui fascicul de radiaŃii cu energia de 2MeV. Coeficientul de 

absorbŃie a radiaŃiei cu energia W=2Mev, în plumb, este µ=0,5cm-1. 

R: 6,4ln
1 ==

I

I

µ
x o cm. 
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10. FIZICA SOLIDULUI 

 

Celula elementară poate fi caracterizată prin vectorii de baza ia
r

 şi 

prin unghiurile ijα  formate din cate doi vectori de baza ia
r

 şi ja
r

 (fig.10.1). 

Sistemul de mărimi liniare ia
r

 şi unghiurile ijα  formează parametrii 

reŃelei care definesc forma, dimensiunile şi simetria celulei elementare. 

 

Figura 10.1 

Prin parametrii celulei elementare se exprimă şi volumul ei: 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]1322133210 aaaaaaaaa
rrrrrrrrr ===Ω ,  

care reprezintă produsul mixt al vectorilor de baza. 

Numărul nodurilor dintr-o celula elementara primitiva sau neprimitivă 

se stabileşte cu ajutorul relaŃiei: 

82
cf

i
nn

nn ++= ,  

unde:   in -este numărul nodurilor interioare;  

fn -numărul nodurilor de pe feŃe;  cn -numărul nodurilor din colŃuri. 

Alegerea celulei elementare cu unul sau mai multe noduri se face în 

funcŃie de simetria celulei. ImportanŃa reŃelelor Bravais în cristalografie este 

foarte mare, pentru că pe baza lor se poate clasifica întreaga varietate 

cristalografica cunoscută în natură în sensul că orice varietate de cristal, dacă 

este o reŃea simplă, aparŃine uneia din cele paisprezece reŃele Bravais. În caz 

contrar, dacă este o reŃea complexa, prin descompunere poate fi redusa la o 

reŃea Bravais.  



 177

În tabelul 10.1 sunt prezentate caracteristicile sistemului de reŃele 

Bravais după singonii şi variaŃiile de centrare. 

 

Tabelul 10.1 – Caracteristicile sistemului de reŃele Bravais 

Singonia 

Tipul 

reŃelei 

Triclinic ă Monoclinică Rombică 

Primitiv ă 
 

a1 ≠ a2 ≠ a3 
α23 ≠ α 13 ≠ α12 ≠ 

90º 

 

a1 ≠ a2 ≠ a3  α13 ≠ 
90º 

α23 = α12 = 90º 

 

a1 ≠ a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 

Bază 
centrată 

 
 

a1 ≠ a2 = a3  α13 ≠ 
90º 

α23 = α12 = 90º 

 

a1 ≠ a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 

Volum 
centrat 

  

 

a1 ≠ a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 
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Singonia 

Tipul 

reŃelei 

Triclinic ă Monoclinică Rombică 

FeŃe 
centrate 

  

 

a1 ≠ a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 

 

Tetragonală Trigonală Hexagonală Cubică 

 

a1 = a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 

90º 

 

a1 = a2 = a3 
α23 = α13 = α12 

≠90o 

 

a1 = a2 = a3 

α12 ≠ 120º 
α23 = α13 = 90º 

 

a1 = a2 = a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 

 

a1 = a2 ≠ a3 
α23 = α13 = α12 = 

90º 

  

 

a1 = a2 = a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 

   

 

a1 = a2 = a3 
α23 = α13 = α12 = 90º 
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Dacă în nodurile celor paisprezece reŃele Bravais se dispun atomi sau 

ioni caracterizaŃi printr-un moment permanent de spin şi orbital, atunci 

numărul reŃelelor Bravais cristalografice se completează cu încă treizeci şi 

doua de tipuri.  

Dacă prin trei puncte sau noduri ale reŃelei cristaline se duce un plan, 

el va întâlni şi alte noduri şi va construi deci un plan reticular.  

 

În figura 10.2, planul ABC taie pe cele trei muchii ale reŃelei 

paralelipipedice segmentele; 321 2;2;2 aOCaOBaOA ⋅=⋅=⋅= .  

Acest plan reticular este paralel cu un alt plan reticular de parametri 

321 2

1
;

2

1
;

2

1
aOCaOBaOA =







=






=






 . Se constată că orice plan reticular din 

reŃeaua spaŃială este determinat de către un sistem de trei parametri care 

formează raportul: 332211 amamam ⋅⋅ . 

 

Figura 10.2 

 

10.1. Defecte în reŃea 

 

Starea de echilibru a unui solid la o temperatura data T , la presiuni 

exterioare mici, este determinată de valoarea minima a energiei libere: 

TSEF −= . (10.1) 

Această condiŃie conduce, în mod necesar, la existenta unei dezordini 

în reŃea la temperaturi T>0K. Cele mai simple exemple de dezordine în 
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reŃeaua cristalina sunt locurile vacante [ ]V  în reŃea şi atomii interstiŃiali [ ]I  

prezentate în fig. 10.3. 

 

Atomii interstiŃiali sunt aceia care ocupa poziŃii în locurile din reŃea 

care într-o reŃea perfecta ar fi neocupate. Între entropia termica St şi entropia 

configuraŃiei Scf, exista o deosebire. Entropia termica este determinată de 

numărul de posibilităŃi tW  diferite, în care energia de vibraŃie totala a 

cristalului se poate afla pe modurile posibile de vibraŃie.  

 

 

Figura 10.3 

 

Conform legii lui Boltzmann, legătura dintre tW t şi entropia tS  este: 

tt WS ⋅⋅= lnk . (10.2) 

Entropia de configuraŃie a unui cristal nu depinde de distribuŃia 

energiei, ea fiind determinată de numărul de locuri accesibile ale reŃelei 

cristaline. Fie, de exemplu, o reŃea ce conŃine AN  atomi de tip A şi BN  atomi 

de tip B . Se considera că nodurile reŃelei sunt toate echivalente, în sensul că 

ele pot fi ocupate atât de atomi de tip A cât şi de tip B. În aceste condiŃii, 

numărul de posibilităŃi cfW , de aranjare a celor AN  atomi de tip A şi BN  

atomi de tip B , pe toate nodurile de reŃea este dat de relaŃia: 

( )
!!

!

BA

BA
cf NN

NN
W

+= . (10.3) 

Entropia de configuraŃie este dată de expresia: 

( )







 +⋅=⋅=
!!

!
logklogk

BA

BA
cfcf NN

NN
WS . (10.4) 
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Pentru un cristal ce conŃine atomi identici, fără nici un defect de reŃea, 

1=cfW  şi din 0=cfS , deoarece există numai un aranjament posibil al 

atomilor. Entropia totală este egală cu suma celor două componente: 

cft SSS += . (10.5) 

Rezultatele obŃinute pot fi folosite pentru explicarea cauzei existentei 

defectelor de reŃea la temperaturi KT 0> . Se presupune că într-un cristal 

perfect se produc un număr de locuri vacante în reŃea transferându-se atomi 

din interiorul cristalului la suprafaŃa lui. În această situaŃie este nevoie de o 

energie oarecare, ceea ce este nefavorabil din punct de vedere termodinamic. 

Prin crearea vacanŃelor, creste dezordinea în cristal şi entropia de configuraŃie 

de la zero la o anumita valoare determinată de numărul n  de vacanŃe 

produse. Conform relaŃiei (10.21), entropia de configuraŃie asociată cu 

aranjările posibile ale celor N atomi şi celor n vacanŃe peste numărul 

total ( )nN +  de noduri din reŃea este: 

( )
!!

!
logk

nN

nN
Scf

+⋅= . (10.6) 

Creşterea entropiei micşorează energia liberă şi acest fapt devine 

favorabil din punct de vedere termodinamic. Ca rezultat al celor doua 

tendinŃe opuse, între energia E, pe de o parte, şi entropie, pe de alta parte, 

configuraŃia stabilă, se obŃine când o anumita parte din nodurile reŃelei 

cristaline este preocupată.  

În figura 10.4 se dă reprezentarea grafică a energiei şi entropiei de 

configuraŃie, în funcŃie de fracŃia de poziŃii vacante n/N. Minimul energiei 

libere F, determină valoarea de echilibru a raportului n/N. 

 

Figura 10.4 
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Se consideră o reŃea perfectă ce conŃine N atomi identici la o 

temperatura T; energia liberă se notează cu ( )TFp . Se presupune că s-au 

creat n vacanŃe în reŃea şi că energia νϕ , necesară pentru crearea unei 

vacanŃe este independentă de n şi că doua vacanŃe nu sunt vecine între ele. 

Energia cristalului creste, devenind νϕn . Entropia de configuraŃie a 

cristalului imperfect este data de relaŃia 10.23. Entropia termică creste per 

vacanŃă cu cantitatea tS∆ . Energia libera a unui cristal imperfect are 

expresia: 

( ) ( ) ( )
!!

!
logk,

nN

nN
TSnTnTFTnF tvp

+−∆−ϕ+= . (10.7) 

Pentru găsirea valorii de echilibru a lui n  se foloseşte condiŃia de 

minim: ( ) 0=∂∂ TnF . Folosind relaŃia lui Stirling ,log!log xxxx −=  

1pentru >>x , se obŃine: 

,expexp kT
v

k
tS

N

n

nN

n
ϕ

−
∆

⋅=≈
+

   deoarece   Nn >> . (10.8) 

Probabilitatea ca un nod al reŃelei sa fie neocupat, este data de factorul 

Boltzmann ce conŃine energia νϕ  de formare a unei vacanŃe. Tipurile acestea 

de vacanŃe sunt de tip Schottky. 

Alte tipuri de defecte de reŃea pot fi tratate în mod analog ca şi 

vacanŃele. Defectele de tip Frenkel se formează când un atom, care iniŃial a 

ocupat poziŃii în nodurile reŃelei, migrează în poziŃiile interstiŃiale ale reŃelei. 

Un defect Frenkel constă din doua componente: o vacanŃă şi un atom 

interstiŃial.  

 

Figura 10.5 

Numărul de defecte Frenkel la echilibru şi la temperatura T  este: 
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( ) kT
F

k
tS

NNn 2221 expexp
ϕ−∆

⋅⋅⋅= Nn >> , (10.9) 

unde:  N este numărul de atom; iN  - numărul de poziŃii interstiŃiale posibile; 

tS  – variaŃia entropiei termice corespunzătoare unui defect Frenkel; Fϕ  este 

energia de formare a unui defect Frenkel. În figura 10.5, se prezintă în 

secŃiune plană modelul defectelor Schottky şi a defectelor Frenkel. 

Formarea unui defect Frenkel se poate scrie sub forma unei relaŃii de 

echilibru: un nod de reŃea ocupat + un loc interstiŃial neocupat � o vacanŃă + 

un atom interstiŃial. 

 

AplicaŃii 

 

10.1. În cazul unui cristal anizotrop, energia ca funcŃie de 

componentele vectorului de undă, poate fi scrisă sub forma: 

222
zzyyxx kkkE α+α+α= .  

Să se găsească ecuaŃia de mişcare, corespunzând ecuaŃiei Newton. 

Rezolvare: Mişcarea electronului în cristal sub acŃiunea unei forŃe F 

este descrisă de ecuaŃia:  
2

2

2* d

d

d

d

k

EF

m

F

t

v

h
==  

În acest caz: ( )zyx
zyx k

E

k

E

k

E

dk

Ed α+α+α=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= 2

2

2

2

2

2

2

2

2

. 

EcuaŃia de mişcare a electronului: ( )zyx
F

t

v α+α+α=
2

2

d

d

h
. 

 

10.2.  Se consideră un kilomol de cristal format din atomi identici 

aşezaŃi într-o reŃea tridimensională. Fiecare atom poate executa oscilaŃii 

armonice după fiecare din cele trei direcŃii, independent de atomii vecini. Din 

teoria semicuantică se ştie că energia unui astfel de oscilator este En=nhυ. 

a) Să se calculeze energia medie pentru un astfel de sistem. 

b) Să se calculeze căldura molară. 

Rezolvare: 



 184

a)  

∑

∑ ⋅υ
=

∞

=

υ−

∞

=

υ−

0

k

h
0

k

h

exp

exph

n

TB

n
n

TB

n

n
E . Se notează: TB

n

k

h

exp

υ−
=x 

( )
( )

1exp

h

1

h

1

1

1

h
h

k/h2

0

0

−
υ=

−
υ=−

−
υ=

∑

∑υ
= υ∞

=

∞

=
TB

n

n

n

n

x

xx

x

x

x

nx
E  

b) 
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2k/h

2
A exp
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10.2. Clasificarea solidelor în metale, semiconductori şi izolatori 

 

Teoria benzilor de energie tine seama de ecuaŃia lui Schrödinger 

pentru electronii aflaŃi în reŃeaua cristalină. Electronii ocupă diferite nivele 

energetice în cadrul unor benzi permise. ReparaŃia electronilor pe aceste 

nivele se face conform statisticii Fermi-Dirac, iar numărul de electroni ni de 

pe nivelul iW  este dat de relaŃia: 

1exp

2

+

= −
kT

FWiWin . 
(10.10) 

Aceasta distribuŃie este dependentă de nivelul Fermi la o temperatură 

data. La metale, la temperatura de zero absolut, nivelul Fermi este situat în 

cadrul unei benzi permise (fig.10.6, a) iar la semiconductori şi izolatori, este 

într-o bandă interzisă de lăŃime V (fig.10.6, b şi 10.6, c). Ultima banda, parŃial 

sau complet ocupata, se numeşte banda de valenŃa ( )..VB , iar prima banda 

complet libera, se numeşte banda de conducŃie ( )..CB . Pentru metale 

monovalente banda de valenŃa ( )..VB  conŃine nivele libere. La metale cu 

valenŃa mai mare, CB. . şi VB.  se suprapun. Într-un metal, electronii au la 

dispoziŃie nivele libere chiar în ..VB  sau în banda următoare ..CB , deoarece 

nu există interval interzis între acestea. 
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Figura 10.6 

La temperatura K0 , semiconductorii sunt nişte izolatori, dar cu 

creşterea temperaturii, o parte din electroni pot trece în CB. . deoarece 

intervalul interzis este mai îngust decât la izolatori. 

La izolatori, electronii de valenŃa sunt strâns legaŃi de atomii reŃelei 

cristaline şi nu pot trece peste intervalul interzis, fără un surplus însemnat de 

energie din exterior. 

Dacă temperatura corpului se măreşte suficient de mult, datorita 

energiei termice pe care o primesc, unii electroni pot trece din zona de 

valenŃa în zona imediat superioara, devenind electroni de conducŃie. În cazul 

semiconductorilor este suficienta temperatura camerei, iar în cazul 

izolatorilor trebuie temperaturi foarte ridicate. Apare astfel o conductibilitate 

electrică a corpului, mai mult sau mai puŃin pronunŃată. 

Izolatorii şi semiconductorii mai pot prezenta conducŃie electrică sub 

acŃiunea altor agenŃi ca: radiaŃiile electromagnetice, câmpurile electrice 

puternice sau chiar prin introducerea de electroni în baza de conducŃie cu 

ajutorul unor contacte metalice. 

Semiconductorii sunt de două tipuri: cu conductibilitate intrinsecă 

(proprie) şi cu conductibilitate cu impurităŃi (extrinsecă). 

Conductibilitatea intrinsecă apare ca rezultat al trecerii electronilor de 

pe nivelele superioare ale zonei de valenŃa, în zona de conducŃie. 

Astfel în zona de conducŃie apar purtători de sarcina, adică electroni, 

ce ocupa nivelele inferioare ale acestei zone şi simultan, în zona de valenŃă se 

eliberează un număr egal de locuri pe nivelele superioare. Locurile eliberate 

de electroni, pe nivelele ce erau ocupate în zona de valenŃa la K0 , se numeşte 

goluri, fig. 10.7. 
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Figura 10.7 

 

DistribuŃia electronilor pe nivelele zonei de valenŃa şi ale zonei de 

conducŃie se determina cu ajutorul funcŃiei Fermi: 

( )
1exp

1

+

= −
kT

FWW
Wf . 

(10.11) 

Pentru electronii ce se află în zona de conducŃie, mărimea FWW −  

este mult mai mare decât energia mişcării termice kT , deoarece la 

semiconductori: 

eV1⋅≈− FWW  

K1,eV10 4 lakT −≈  

K300,eV40/1 lakT ≈  

În relaŃia 10.28 se poate neglija unitatea de la numitor şi în acest caz 

se obŃine distribuŃia Boltzmann: 

( ) T

W

T
FWW

Wf kk expconst.exp
∆−

−
−

== . (10.12) 

Numărul de electroni ce trece în zona de conducŃie este evident, 

proporŃional cu probabilitatea 10.12, fiind dat de expresia: 

T

W

cNn kexp
∆−

= . (10.13) 

Unde cN  reprezintă densitatea efectiva a stărilor energetice din zona 

de conducŃie. 

Conductibilitatea extrinsecă apare, dacă unii atomi ai unui 

semiconductor sunt înlocuiŃi în nodurile reŃelei cristaline prin atomi a căror 

valenŃa se deosebeşte cu o unitate fata de valenŃa atomilor de baza. 

Adăugarea de impurităŃi la un semiconductor se numeşte dopaj. 

Un semiconductor cu impuritate pentavelentă poseda conducŃie 

electronica sau este un semiconductor de tip n. Atomii de impurităŃi care 

furnizează electronii de conducŃie se numesc donori. 

ImpurităŃilor deformează câmpul reŃelei, fapt care conduce la apariŃia 

în schema energetica a unor nivele de energie locale, dispuse în zona interzisa 
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a cristalului – fig. 10.8. Un electron poate avea energia corespunzătoare unui 

nivel local numai dacă se afla în apropierea atomului de impuritate care 

produce apariŃia acestui nivel. Când nivelele donoare sunt în apropierea zonei 

de conducŃie, energia mişcării termice, chiar la temperaturi obişnuite, este 

suficienta pentru a transfera electronul de pe nivelul donor, în zona de 

conducŃie. 

Într-un semiconductor cu impuritate trivalenŃa purtătorii de curent 

sunt golurile pozitive, iar semiconductorul este de tip p . ImpurităŃile care 

produc goluri se numesc acceptori. 

 

 

Figura 10.8 

 

Figura 10.9 

 

Pe schema nivelelor, (fig.10.9) acceptorul îi corespunde un nivel local 

(acceptor) în zona interzisa, în apropierea zonei de valenŃa. Formarea golului 

are loc ca urmare a trecerii unui electron din zona de valenŃa pe nivelul 

acceptor. 

Dacă se iau în considerare semiconductorii tipici siliciul şi germaniul 

care sunt elemente din grupa a IV-a sistemului periodic, se pot utiliza ca 

elemente de tip donor unele din elementele din grupa V , iar ca impurităŃi de 

tip acceptor, unde elemente din grupa III. 

 

AplicaŃii 

 

10.3.  Se consideră un kilomol de cristal format din AN  atomi 

identici aşezaŃi într-o reŃea tridimensională şi care execută mişcări oscilatorii 

cuplate. În aceste condiŃii cristalul poate fi privit ca un sistem de AN  puncte 
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materiale legate elastic, cu A3N  grade de libertate. Să se calculeze căldura 

molară. 

Rezolvare: 

( ) ( )ω∫ ω=
ω

gEU
m

d
0

, unde ωgd  reprezintă numărul oscilaŃiilor normale  

ale reŃelei cristaline cu frecventele cuprinse în intervalul ω, ω+ω d . 

În acest caz :
3

2

A
d

N9d
m

g
ω

ωω=ω , cu frecvenŃă maximă de oscilaŃie a 

reŃelei ω. 
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În relaŃia anterioară se notează energia de zero cu 


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Introducându-se variabila 
T

x
Bk

ω= h
, se obŃine : 

( )∫
−ω

= mx

x

x

m
v

e

xxe
TC 0 2

4
3

32

3
B

BA
1

dk
kN9

h
. 

Definind temperatura Debye prin relaŃia : Dm θ=ω Bkh , ⇒  
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11.  FIZICA NUCLEULUI ATOMIC 

 

11.1. Energia de legătur ă a nucleului.  ForŃe nucleare 

Experimental se observă că nucleele au o stabilitate remarcabilă 

datorită unor forŃe de tip special numite forŃe nucleare. 

ProprietăŃile forŃelor nucleare sunt: 

• acŃionează la distante mici, de aproximativ m10 15− ; 

• sunt independente de sarcină, având aceeaşi valoare, indiferent de 

natura nucleonilor între care acŃionează; 

• sunt forŃe atractive; 

• sunt forŃe de saturaŃie, fiecare nucleon neinteracŃionând decât cu 

un număr limitat de nucleoni învecinaŃi; 

• nu sunt forŃe centrale, depinzând de orientarea spinilor nucleonilor 

care interacŃionează şi de distanŃa dintre nucleoni. 

Natura forŃelor nucleare se poate stabili dacă se consideră că ele apar 

în urma unui schimb de particule între nucleoni. Cu privire la natura 

particulelor de schimb, Yukawa consideră existenŃa unui câmp de forŃe de tip 

nou, câmpul mezonic, în care particula de schimb este pionul π , a cărui masă 

de repaus este mult mai mare decât a electronului: 

em270≈πm .  

Ulterior, aceste particule au fost descoperite în radiaŃia cosmică şi se 

admite că pionii −+ ππ ,  şi 0π  realizează legăturile nucleare prin intermediul 

transformărilor: 

++↔ πnp ; 

;−+↔ πpn  
0π+↔ pp ; 
0π+↔ nn . 

(11.1) 
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Schimbul de pioni se realizează în mod continuu. 

Determinările spectografice au arătat că masa nucleelor este diferită 

de suma maselor nucleonilor componenŃi. Dacă se consideră un nucleu X , 

format din Z  protoni şi ZA−  neutroni, se constată că: 

( )ZAzx mmm −+≠ .  

DiferenŃa de masă care apare: 

( ) xZAz mmmm −+=∆ − , (11.2) 

este numită defect de masă. 

Acestuia îi corespunde energia: m2∆=∆ cW  denumită energia de legătură a 

nucleonilor în nucleu sau energia de legătură a nucleului. 

Mărimea AW /∆  reprezintă energia specifică de legătură a nucleului 

sau energia medie de legătură raportată la un nucleon. VariaŃia valorii 

absolute a energiei de legătură pe nucleon, în funcŃie de numărul de nucleoni, 

este redată în fig. 11.1. 

 

Figura 11.1 

Din figură se observă că pentru valori mici ale lui A, valoarea 

absolută a energiei de legătură pe nucleon creşte şi prezintă maxime la 

elementele care au numărul de masa multiplu de patru ca: OC,He, 16
8

12
6

4
2 . 

Deci în nucleu exista tendinŃa de a se forma grupări stabile de patru nucleoni. 

Valoarea absolută maximă a energiei de legătură pe nucleon, MeV7,8 , o au 

elementele situate în mijlocul sistemului periodic având 13828 << A , 

elemente care prezintă o stabilitate maximă. Pentru 140>A , valoarea 

absolută a energiei de legătură scade până la MeV6,7  pentru U238
92 . 
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11.2. Spinul nuclear 

ExistenŃa spinului electronic a fost pusă în evidenŃă de structura de 

multiplet a liniilor spectrale, numită structura fină. Folosindu-se instalaŃii 

spectrale cu putere de rezoluŃie foarte mare, s-a găsit că liniile spectrale au o 

structură mult mai complexă, alcătuind aşa-numita structură hiperfină a 

liniilor spectrale, care s-a putut explica pe baza ipotezei existenŃei spinului 

nuclear. 

Prin moment cinetic total al nucleului, numit şi spinul nucleului I
r

, se 

înŃelege suma vectorială dintre momentul cinetic orbital şi momentul cinetic 

propriu al nucleonilor care alcătuiesc nucleul. Modulul spinului nuclear este 

o mărime cuantificată: 

( ) h
r

⋅+= 1III , (11.3) 

unde l este numărul cuantic al spinului nuclear, care se determină 

experimental din raportul intensităŃilor componentelor structurii hiperfine. 

Pentru diverse nuclee, I ia una din valorile: 

...
2

3
,1,

2

1
,0   

Se observă că nucleele cu număr de masa A  par, au spin întreg şi sunt 

bosoni, iar nucleele cu număr A  impar, au spin semiîntreg şi sunt fermioni. 

ProiecŃia spinului nuclear pe o direcŃie privilegiată Oz este 

cuantificată: 

h⋅= Iz mI  (11.4) 

Unde mI este numărul cuantic al proiecŃiei spinului nuclear pe axa 

Oz, numit şi număr cuantic magnetic de spin nuclear şi care poate lua 12 +l  

valori cuprinse între I−  şi I+ . 

11.3. Modele nucleare 
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Modelul picăturii trasează statistic nucleonii şi se bazează pe analogia 

dintre nucleu şi o picătură de lichid incompresibil. Din aceasta analogie 

rezultă că: 

• forŃele nucleare sunt forŃe de saturaŃie, deoarece se exercită numai 

între nucleonii învecinaŃi; 

• densitatea substanŃei nucleare este constantă; 

• la suprafaŃa nucleului se manifestă fenomenul de tensiune 

superficială, în sensul că asupra nucleonilor aflaŃi la marginea 

nucleului acŃionează doar forŃele de atracŃie ale nucleonilor 

interiori; 

• energia de legătură pe nucleon este constantă. 

Cu ajutorul modelului de nucleon în forma de picătură se poate 

explica procesul fisiunii nucleare, stabilitatea nucleelor, precum şi expulzarea 

nucleonilor din nucleu. Dar, reacŃiile nucleare, care au loc cu particule 

proiectil de mare energie, nu pot fi explicate folosind acest model întrucât nu 

există suficient timp pentru ca această energie să se împartă pe toŃi nucleonii. 

Modelul paturilor consideră că nucleonii interacŃionează slab între ei. 

Ca rezultat al acestui model, se obŃine o distribuŃie a nucleonilor pe anumite 

paturi energetice, asemănător electronilor din atom. Ideea de bază a 

modelului în pături a nucleului constă în aceea că nucleul poate fi descris, 

considerând că fiecare nucleon se mişca independent în câmpul mediu creat 

de restul nucleonilor. 

Modelul păturilor nucleare descrie comportarea nucleelor uşoare, 

explică existenta numerelor magice, clarifică izomeria nucleară. Izomerii sunt 

nuclizi care diferă prin însuşirile lor radioactive. 

Modelul generalizat al nucleului reprezintă o îmbinare a modelului 

picătură cu cel al păturilor. Conform acestui model, nucleul este alcătuit 

dintr-un miez în formă de picătură, format din pături nucleonice complete, 

înconjurat de nucleoni exteriori cuplaŃi între ei şi cu miezul. Mişcarea 

nucleonilor exteriori produce deformarea miezului. Acest model explică 

valorile momentelor magnetice nucleare, precum şi spectrul energetic al 

stărilor de rotaŃie ale unor nuclee. 
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11.4. Radioactivitatea. Legile emisiei nucleare 

Radioactivitatea este proprietatea nucleelor unor elemente de a se 

transforma în alte nuclee, prin emisia de radiaŃii alfa, beta, gama. 

RadiaŃiile alfa sunt nuclee de heliu He4
2 . RadiaŃiile beta sunt electroni 

sau pozitroni. RadiaŃiile gama sunt unde electromagnetice cu lungimea de 

undă de ordin m1010 1311 −− ÷ . 

Soddy şi Fajans au stabilit două legi de deplasare radioactivă, cu 

ajutorul cărora se poate stabili ce elemente iau naştere prin dezintegrare. 

1.  În urma emisiei unei particule alfa se formează un element nou 

care este deplasat în tabelul periodic cu doua căsuŃe la stânga faŃă de cel care 

a emis particula alfa, iar masa atomică a noului element este mai mica cu 

patru unităŃi. Formula de deplasare radioactivă are forma:  

HeYX 4
2

4A
2Z

A
Z +→ −

− . (11.5) 

2.  În urma emisiei unei particule beta se formează un element nou 

situat în tabelul periodic cu o căsuŃă la dreapta, care are practic masa 

neschimbată. Elementul care ia naştere este un izobar al elementului care s-a 

dezintegrat. Formulele pentru emisia beta negativă şi beta pozitivă sunt: 

;ν~eYX A
1Z

A
Z ++→ −

+  

ν,eYX A
1Z

A
Z ++→ +

−  
(11.6) 

unde −e  şi +e  reprezintă un electron respectiv un pozitron, iar cu ν~  şi ν   

s-au notat antineutrinul şi neutrinul. 

Deoarece în cazul dezintegrărilor radioactive se produce un număr 

foarte mare de procese de dezintegrare în unitatea de timp, aceste fenomene 

se supun unei legi statistice. 

Dacă se admite că Nd  nuclee ale unei substanŃe radioactive se 

dezintegrează în intervalul de timp infinit de mic td , atunci raportul tN d/d , 

numit viteză de dezintegrare, este proporŃional cu numărul de nuclee rămase 

nedezintegrate N , adică:  
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N
t

N ⋅λ−=
d

d
. (11.7) 

Semnul minus arata că N scade un timp. Coeficientul λ  se numeşte 

constanta radioactivă a nuclidului respectiv şi arată fracŃiunea de nuclee 

existente ce se dezintegrează în unitatea de timp. Constanta λ  reprezintă 

probabilitatea dezintegrării individuale în unitatea de timp a nucleelor unei 

specii radioactive şi este aceeaşi pentru toate nucleele aceleiaşi specii. 

Numărul de nuclee N, ce rămân nedezintegrate din cantitatea iniŃiala 

0N , poate fi stabilit cu ajutorul relaŃiei: 

tNN λ−= exp0 . (11.8) 

Pentru determinarea constantei de dezintegrare şi pentru a caracteriza 

stabilitatea unui element radioactiv se foloseşte timpul de înjumătăŃire T , 

care se defineşte ca fiind intervalul de timp în care numărul de nuclee 

radioactive caracterizate prin constanta de dezintegrare λ  se reduce la 

jumătate. În acest caz relaŃia (11.9) devine: 

;exp
2 0

0 TN
N λ−=  ;

2

1
exp

0

== λ− T

N

N
 

;2ln=λT  .
693,02ln

λ
=

λ
=T  

(11.9) 

Pentru durata medie de viata a fiecărui nucleu λ=τ /1 , timpul de 

înjumătăŃire devine τ⋅= 693,0T . 

 

AplicaŃii 

11.1.  Să se calculeze energia degajată prin formarea a 4,003ּ10-3kg 

de heliu din protonii şi neutronii corespunzători. 

R:   ( )[ ] MeV478,931⋅−−+⋅= a
Znpo MmZAmzW ; 

       W=NAּW0=173,92ּ1017MeV. 
 

11.5. InteracŃiunea radiaŃiilor nucleare  cu substanŃa 

La trecerea prin substanŃă se pot produce trei feluri de interacŃiuni: 

nucleare puternice, electromagnetice, slabe. 
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InteracŃiunile tari au loc între hadroni, care cuprind barionii, pionii şi 

mezonii K ; acestea sunt de ordinul de mărime al interacŃiunilor din nucleu şi 

au o durata de s10 10− . 

InteracŃiunile electromagnetice durează s10 16−  şi se realizează printr-

un schimb “virtual” de fotoni. InteracŃiunile slabe au o durata de 

s1010 108 −− ÷  şi se manifestă între leptoni care cuprind electroni, neutrini şi 

miuoni. 

Între particule există şi interacŃiuni foarte slabe, de natură 

gravitaŃională, care se presupune că se produc prin intermediul unei particule 

de masă foarte mică, numit graviton şi care, experimental, nu a fost pusă în 

evidenŃă. 

InteracŃiunile particulelor grele încărcate electric au ca rezultat 

ionizarea şi excitarea atomilor substanŃei străbătute.  

 

Figura 11.2 

Particulele cu masă mare sunt deviate puŃin după ciocnirea cu 

electronii, deci traiectoria lor este practic liniară. La energii mici şi medii, 

principalul proces îl constituie ionizarea, energia medie necesară formării 

unei perechi de ioni este mică şi de aceea, pentru minRx < , aşa cum se 

observă în figura 11.2, intensitatea fluxului de particule rămâne constantă. 

Parcursul depinde de natura şi de energia particulei, precum şi de natura 

substanŃei străbătute. La energii mari, particulele grele produc reacŃii 

nucleare. 

Trecerea electronilor prin substanŃă determină, la energii mici ale 

electronilor, pierderi de energie prin ionizarea substanŃei. La energii mari, 

deplasarea accelerată a electronilor duce la emisia radiaŃiei de frânare, ceea 

ce reprezintă de fapt o pierdere de energie a electronului, ca urmare a 

deplasării sale. RadiaŃia de frânare este radiaŃia electromagnetică emisă în 
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procesul de mişcare încetinită a particulelor încărcate cu sarcina electrică. 

Pierderea de energie prin radiaŃia de frânare creşte cu mărirea numărului 

atomic al substanŃei străbătute şi cu energia electronilor. Traiectoria 

electronilor este sinuoasă, iar atenuarea se face după o lege aproximativ 

exponenŃială (fig.11.3). 

Atenuarea radiaŃiei gama are loc legea exponenŃială: 

,exp0
xII µ−=  (11.10) 

unde I0 este intensitatea radiaŃiei incidente, I este intensitatea radiaŃiei după 

traversarea unui mediu de grosime x, iar µ este coeficientul de absorbŃie, care 

depinde de natura materialului absorbant. Atenuarea radiaŃiei gama este 

reprezentată în figura 11.4, iar coeficientul liniar de atenuare µ, este 

dependent de energia fotonilor. 

 

Figura 11.3 

 

Figura 11.4 

Procesele care intervin la interacŃiunea radiaŃiei gama cu materialul 

absorbant sunt: efectul fotoelectric, efectul Compton şi generarea de perechi 

în care un foton, cu energia mai mare decât MeV1 , la trecerea prin câmpul 

unui nucleu, generează o pereche electron-pozitron. 

;ee +− +→γ  

pcF µ+µ+µ=µ . 
 

La energii mari, fotonii pot produce reacŃii fotonucleare. 

 

11.6. ReacŃii nucleare 

ReacŃiile nucleare sunt procesele care se produc în urma interacŃiunii 

nucleelor cu alte nuclee, cu radiaŃii corpusculare sau cu radiaŃii corpusculare 

sau cu radiaŃii electromagnetice şi care au ca efect, fie transformarea 
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nucleelor iniŃiale, fie modificarea stării lor energetice. EcuaŃia unei reacŃii 

nucleare este: 

( )YYX ba,Xsauba +→+  (11.11) 

unde X  reprezintă nucleul Ńintă, a este particula proiectil, Y  reprezintă 

nucleul rezultat şi b este particula emergentă. 

ReacŃiile nucleare fundamentale, relaŃiile (11.11), includ diverse 

procese şi anume: 

• dacă YX =  şi ba = , se produce o împrăştiere elastică dacă a şi b 

nu-si schimbă starea internă şi variază doar energia cinetică şi o 

împrăştiere neelastică, dacă se modifică starea interna a 

particulelor care se ciocnesc; 

• dacă YX ≠  are loc o transmutaŃie nucleară; 

• dacă a = foton şi fotonb ≠  se produce o reacŃie fotonucleară; 

• dacă fotona ≠  şi fotonb = , se produce o captura radiativă; 

La scrierea reacŃiilor nucleare se respectă conservarea numărului 

atomic şi a numărului de masă. ReacŃiile nucleare satisfac legea de 

conservare a momentului cinetic total, legea de conservare a impulsului şi a 

energiei totale. Pentru reacŃia (11.11) legea conservării energiei totale este: 

bbYYaaXX TmTMTmTM +⋅++⋅=+⋅++⋅ 2
0

2
0

2
0

2
0 cccc  

unde bYaX mMmM 0000 ,,,  sunt mase de repaus ale participanŃilor la reacŃii, 

iar T  este energia cinetică. ReacŃiile nucleare se produc cu emisie sau cu 

absorbŃie de energie. 

Energia de reacŃie Q este dată de expresia: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2
0000 c⋅+−+=+−+= bYaXaXbY mMmMTTTTQ  

Dacă 0>Q , reacŃia este exoenergetică, iar dacă 0<Q , reacŃia este 

endoenergetică. 

Modul de desfăşurare a reacŃiilor nucleare se poate explica prin 

mecanismele de reacŃie. Pentru nuclee cu 10>A  şi energia particulelor până 

la MeV50 , se poate aplica mecanismul nucleului compus, conform căruia 

reacŃia se desfăşoară în doua etape. În prima etapă, particula proiectil 

pătrunde în nucleu, interacŃionează cu nucleonii acestuia, le cedează energia 
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care este distribuită uniform tuturor nucleonilor, astfel încât se formează un 

nucleu intermediar puternic excitat ( )cX . în acest caz: 

( ) ba +→→+ YXX c  

ViaŃa nucleului intermediar este relativ lungă, de s10 16−  faŃă de 

durata de interacŃiune nucleară care este aproximativ s10 23− . 

În a doua etapă se produc fluctuaŃii ale distribuŃiei energiei între 

nucleoni, în urma cărora se poate crea o nouă microparticulă, care este 

expulzată de către nucleul intermediar. Astfel, un nucleu intermediar se poate 

dezintegra în mai multe moduri.  

De exemplu: 

( )









++

+

+

→→+

pn

n

n

1
1

1
0

62
29

1
0

62
30

1
0

63
30

64
30

1
1

63
29

Cu

;2Zn

;Zn

ZnHCu  

ReacŃiile nucleare cu o semnificaŃie deosebită sunt fisiunea şi 

fuziunea nucleară. 

Fisiunea nucleară este o reacŃie exoenergetică, care constă în 

scindarea unui nucleu greu în două sau mai multe nuclee de mase 

comparabile. ReacŃia este produsă de neutroni, dar exista cazuri când este 

declanşată de particule alfa, protoni, deutroni, fotoni gama sau se realizează 

spontan. Energia eliberată în reacŃia de fisiune se distribuie nucleelor 

emergente, precum şi neutronilor care rezultă din reacŃie. 

Explicarea reacŃiei de fisiune se face pe baza modelului nuclear al 

picăturii. Se consideră că prin captura unui neutron, se realizează un nucleu 

intermediar puternic excitat; în aceasta stare, structura nivelelor energetice 

ale nucleonilor dispare şi nucleul se comportă ca o picătură de lichid. 

Stabilitatea nucleului este determinată de echilibrul dintre energia 

superficială şi energia de respingere electrostatică. 

Diviziunea nucleului fisionat este foarte variată şi în general cele două 

fragmente posedă mase şi energii diferite. S-au identificat peste 80 de produşi 

finali ai fisiunii nucleului de U235
92  ale căror numere de masă se grupează în 

jurul valorilor 95 şi 139. Un exemplu de fisionare este: 
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( ) n32SrXenU 1
0

94
38

140
54

1
0

235
92 ÷++→+  

Produsele de fisiune, posedând un exces de neutroni, se dezintegrează 

emiŃând radiaŃii β-, fotoni gama şi neutroni întârziaŃi. În anumite condiŃii de 

dimensionare a substanŃei fisionabile precum şi prin confecŃionarea unor 

pereŃi reflectanŃi, se ajunge la situaŃia în care se realizează masa critică şi 

atunci neutronii secundari iniŃiază noi acte de fisiune producând o reacŃie în 

lanŃ. Masa critică reprezintă cantitatea minimă de material fisionabil care 

asigura dezvoltarea unei reacŃii nucleare în lanŃ. 

Reactorul nuclear este o instalaŃie în care se efectuează o reacŃie de 

fisiune controlată. 

Prin fuziune nucleară se înŃelege procesul de unire a două nuclee 

având ca rezultat formarea unui nou nucleu şi degajarea unei mari cantităŃi de 

energie, pe seama defectului de masă. Din figura 11.1 rezultă că reacŃiile de 

sinteză ale elementelor uşoare sunt exoenergetice deoarece în valoare 

absolută, energia de legătură pe nucleon a nucleului final este mai mare decât 

suma energiilor de legătură a nucleelor iniŃiale. Energia eliberată într-un ciclu 

de fuziune este superioară celei obŃinute în cazul fisiunii. 

Sinteza a două nuclee uşoare se face atunci când energia lor cinetică 

este foarte mare şi poate fi depăşită bariera de potenŃial. În cazul a doi protoni 

care se apropie până la o distanŃă egală cu diametrul lor, este necesară o 

viteză medie corespunzătoare temperaturii de 109 K. SubstanŃa aflată în 

asemenea condiŃii de temperatură se prezintă sub formă de plasmă fierbinte şi 

de aceea reacŃia se numeşte termonucleară. Declanşarea reacŃiilor de sinteză 

se poate produce şi la temperaturi de aproximativ K108  prin efect tunel. 

ReacŃiile de fuziune constituie sursa de energie a Soarelui şi a stelelor. 

Dificultatea principala în declanşarea reacŃiilor termonucleare este 

obŃinerea temperaturilor foarte înalte. În condiŃii de laborator, trebuie să se 

realizeze, pe lângă temperatura ridicată, o densitate mare, precum şi un timp 

de existenŃă a plasmei, în reacŃii de tipul: 







++

++
→+

;MeV03,4He

;MeV25,3He
HH

1
1

3
1

1
0

3
22

1
2
1

p

n
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;MeV6,17HeHH 1
0

4
2

3
1

2
1 ++→+ n  

.MeV33,18HeHH 1
1

4
2

3
2

2
1 ++→+ p  

În încercarea de a amorsa reacŃii termonucleare controlate, s-a 

dezvoltat magnetohidrodinamica, care studiază comportarea plasmei în 

câmpul electromagnetic. 

 

AplicaŃii 

 11.2. Un proton cu energia cinetică 110 keV este deviat de nucleul 

4
2He  sub unghiul 

2

πθ =  faŃă de direcŃia incidentă. Să se calculeze energia 

protonului şi a nucleului de recul după împrăştiere. 
 

Rezolvare:  
Se presupune ciocnirea elastică ( )0=Q  şi că nucleul Ńintă era în 

repaus înainte de ciocnire. 
Se scriu legile conservării energiei şi impulsului: 

  
'
2

'
11

2'
2

2'
1

2
1

222

vMvmvm

v
M

v
m

v
m

rrr
+=

+=
 

Se obŃine: 

  

.40
2

;60
2

2'
2'

2

2'
1'

1

keV
v

M

keV
v

m

==

==

ε

ε
 

11.3. Mărind grosimea unui strat de apă cu 2,5cm, intensitatea unui 
fascicul de raze X, transmis, se micşorează de trei ori. Să se determine 
coeficientul de atenuare al apei. 

 
Rezolvare: 

  ( )5,2
0

0

3
+−

⋅−

=

=

d

d

eI
I

eII

µ

µ

 

Deci:  

   1439,0
5,2

3ln −== cmµ . 

 
11.4.  Să se calculeze energia totală care s-ar elibera prin fisiunea 

completă a unui kg de U235
92 . Prin fiecare act de fisiune, se eliberează energia 
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MeV210=∆W . Care este masa M a petrolului, cu puterea calorică 
17 kgJ105 −⋅⋅=q , care ar produce aceeaşi energie prin ardere completă. 

11.5.  Intensitatea unui fascicul îngust de radiaŃii scade de 8 ori după 

ce străbate un strat de plumb de grosime mm04,0 . Să se calculeze grosimea 

de înjumătăŃire a fascicolului incident. 

11.6.  Să se calculeze energia de recul a nucleului Pb206
82  ce se obŃine 

prin dezintegrarea α  a radionuclidului Pb210
84 . 
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TEST DE AUTOEVALUARE IV 

 
 
1. O mică bilă de aur este uniform iradiată cu radiaŃie 

electromagnetică ultravioletă . Până la ce valoare a 
potenŃialului electric se poate încărca bila ? 

a)  b)  c)  d)  e)  f) . 
 

2.SuprafaŃa unui metal este iluminată cu o radiaŃie electromagnetică 
de frecvenŃă  şi apoi cu o alta de frecvenŃă 

. Se constată că vitezele maxime ale fotoelectronilor în cele 
două cazuri diferă printr-un factor de . 

AflaŃi lucrul mecanic de extracŃie al acestui metal. 

a)  b)  c)  d)  e)  f)  
 

3.Un fascicul de electroni cade pe un monocristal de nichel cu 

distanŃa interplanară , după care este reflectat şi produce o 
reŃea de difracŃie. Ştiind că unghiul dintre direcŃia incidentă şi direcŃia 

reflectată corespunzătoare maximului central de difracŃie , să se arate 
care este potenŃialul accelerator: 

a)  b)  c) ; d)  e)  f)  
 
4. Între plăcile unui condensator plan paralel aşezat orizontal, cu 

intensitatea câmpului între plăci, , se află în echilibru o picătură 
sferică de apă cu raza . Să se determine care este numărul sarcinilor 
elementare pe care le posedă picătura: 

a)  b) 54742 electroni; c) 645772 electroni; d) 
254775 electroni; e) 154772 electroni; f) 445752 electroni. 

 

5.Mărind grosimea unui strat de apă cu  intensitatea unui 
fascicul de raze X, transmis, se micşorează de trei ori. Să se determine care 
este coeficientul de atenuare al apei: 

a) ; b) ; c) ; d) ; e) 
; f) . 
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SOLUłIILE TESTELOR  DE EVALUARE 

 
TESTE I .    1.b; 2.a; 3.e; 4.c; 5.d; 6.f; 7.a; 8.e; 9.c; 10.f. 
TESTE II.  1.a;  2.c; 3.f; 4.f; 5.c; 6.a; 7.b. 
TESTE III.1.a; 2.b; 3.b; 4.f; 5.c; 6.a; 7.b; 8.e; 9.d; 10.c.TESTE  
TESTE IV. 1.b; 2.a; 3.a; 4.a; 5.a. 
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